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Espaces de Riemann–Roch de courbes

Un diviseur sur une courbe C: D =
∑

P∈C nPP, nP ∈ Z

D=P1 + P2 + P3−Z

P2

P1 Z

P3

L’espace de Riemann–Roch L(D) est
l’espace de toutes les fonctions de la
forme G

H ∈ K(C) telles que :
I si nP < 0 alors P doit être un zéro

de G (de multiplicité > −nP)
I si nP > 0 alors P peut être un

zéro of H (de multiplicité 6 nP)
I G/H n’a pas d’autres pôles en

dehors des points P avec nP > 0

Ici : Z doit être un zéro de G , les Pi peuvent
être des zéros de H

Théorème de Riemann–Roch  dimension de L(D) = degD + 1− g

où le degré d’un diviseur est degD =
∑

P nP deg(P)
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Exemple jouet
Soit C = P1, P = [0 : 1] et Q = [1 : 1]. Soit D = P − Q, alors

f ∈ L(D) ⇐⇒


f a un zéro d’ordre au moins 1 en Q

f peut avoir un pôle d’ordre au plus 1 en P

f n’a pas d’autres pôles en dehors de P

f = X−1
X est une solution

g = 0, degD = 0 Théorème de−−−−−−−−−→
Riemann–Roch

dim L(D) = degD + 1− g = 1

→ f engendre l’espace des solutions

" on n’a pas une méthode explicite pour calculer une base de L(D)
Comment résoudre le problème en général?
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Espaces de Riemann–Roch : à quoi ça sert ?

I Construction de codes géométriques à partir de courbes

f ∈ L(D)

C ((Pi )i ,D) := {(f (P1), f (P2), f (P3), . . . , f (Pn)) | f ∈ L(D)}

espace de Riemann–Roch

•
P3•

P2

•P1 •
Pn

I Operations arithmétiques sur les Jacobiennes de courbes
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I Operations arithmétiques sur les Jacobiennes de courbes1

1K. Khuri-Makdisi, Mathematics of Computations, 2007
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Problème de Riemann–Roch : état de l’art
Méthode géométrique : Méthode arithmétique :
(Théorie de Brill–Noether ∼1874) (Idéaux dans de corps de fonctions)
• Goppa, Le Brigand–Risler (80’s)
• Huang–Ierardi (90’s)
• Khuri-Makdisi (2007)
• Le Gluher–Spaenlehauer (2018)
• Abelard–Couvreur–Lecerf (2020)

• Hensel–Landberg (1902)
• Coates (1970)
• Davenport (1981)
• Hess (2001)

Courbes
ordinaires/nodales :

Algorithme Las Vegas qui calcule L(D)
en temps sous–quadratique

Courbes
non–ordinaires :

.
" aucun exposant de complexité explicite
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Méthode de Brill–Noether
Notations :
I (H) =

∑
P∈C ordP(H)P – diviseur de zéros de H avec multiplicité

I D > D ′  D − D ′ =
∑

nPP avec nP > 0 ∀P (D − D ′ est effectif)

Description de L(D) pour C : F (X ,Y ,Z ) = 0 courbe plane projective.

Les éléments non–nuls sont de la forme Gi

H où
I

I

I

Comment gérer les points singuliers ?

X le diviseur d’adjonction A "contient" les points singuliers de C avec
leurs multiplicités

Comment représenter les diviseurs ?

expansions en séries de
representations multi-set ((Pi )i , ni )

 
opérations sur les diviseurs

avec coût négligeable
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Sketch de l’algorithme

Input

C : F (X ,Y ,Z ) = 0 une courbe plane de degré δ, D un diviseur lisse.

Étape 1 : Calcul du diviseur d’adjonction A

Étape 2 : Calcul du dénominateur commun H

Étape 3 : Calcul de (H)− D

Étape 4 : Calcul des numérateurs Gi (proche de l’étape 2)

Output

Une base de l’espace de Riemann–Roch L(D) en termes de H et des Gi .
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Échauffement: diviseur d’adjonction dans le cas ordinaire
Définition

Soit P ∈ Sing(C). Le diviseur d’adjonction local est

AP = −
∑
P|P

valP
(

dx

Fy (x , y , 1)

)
P.

Soit P ∈ Sing(C) ordinaire de multiplicité m, wlog P = (0 : 0 : 1). Alors
F se factorise localement comme

F (x , y , 1) = u(x , y)
m∏
i=1

(y − ϕi (x))

avec u ∈ K[[x , y ]] inversible, ϕi (x) ∈ xK[[x ]] et ϕ′i (0) 6= ϕ′j(0).

Germe de courbe
parametré par ϕi (x)

←→ place Pi dans le corps
de fonctions K(C)

Le diviseur d’adjonction local devient

AP = (m − 1)
m∑
i=1

Pi .
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La condition d’adjonction via les séries de Puiseux
Soit F ∈ K[x , y ] absolument irréductible, unitaire en y et de degré d en
y . F ∈ K((x))[y ] possède d racines distinctes dans K〈〈x〉〉, ϕ1, . . . , ϕd ,
et s’écrit

F =
d∏

i=1

(y − ϕi ) =
d∏

i=1

y −
∞∑
j=n

βi,jx
j/ei

 .

On fixe ϕ de degré e, ζ une racine primitive e-ème de l’unité. Pour
0 6 k < e on peut construire autres e séries de Puiseux en remplaçant
x1/e par ζkx1/e . Elles sont toutes équivalentes et représentées par...

Définition

Une Expansion de Puiseux Rationnelle (RPE) est un couple
(X (t),Y (t)) =

(
γte ,

∑∞
j=n βj t

j
)
tel que F (X (t),Y (t)) = 0.

Expansions de Puiseux
Rationnelles de F (x , y , 1) ←→ places de K(C) dans la

carte z = 1

" les RPE sont souvent définies sur une extension de K.
C’est une question algorithmique de prendre l’extension minimale du corps.
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Le diviseur d’adjonction
Soit P ∈ Sing(C) ordinaire, wlog P = (0 : 0 : 1). Alors F se factorise
localement comme

F (x , y , 1) = u(x , y)
m∏
i=1

(y − ϕi (x))

avec u ∈ K[[x , y ]] inversible et ϕi series de Puiseux de F ∈ K[[x ]][y ].

{ϕ1, . . . , ϕm}  
RPEs/places (Xi (t),Yi (t))

i ∈ {1, . . . , s}, s 6 m

Le diviseur d’adjonction local devient

AP = −
∑
P|P

valt
(

ete−1

Fy (X (t),Y (t), 1)

)
P.

En pratique : algorithme pour les séries de Puiseux

 A calculé avec Õ(δ3) opérations
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 A calculé avec Õ(δ3) opérations

10 / 16



Le diviseur d’adjonction
Soit P ∈ Sing(C) ordinaire, wlog P = (0 : 0 : 1). Alors F se factorise
localement comme

F (x , y , 1) = u(x , y)
m∏
i=1

(y − ϕi (x))

avec u ∈ K[[x , y ]] inversible et ϕi series de Puiseux de F ∈ K[[x ]][y ].

{ϕ1, . . . , ϕm}  
RPEs/places (Xi (t),Yi (t))

i ∈ {1, . . . , s}, s 6 m

Le diviseur d’adjonction local devient

AP = −
∑
P|P

valt
(

ete−1

Fy (X (t),Y (t), 1)

)
P.

En pratique : algorithme pour les séries de Puiseux 2

 A calculé avec Õ(δ3) opérations
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Sketch de l’algorithme

Input

C : F (X ,Y ,Z ) = 0 une courbe plane de degré δ, D un diviseur lisse.

Étape 1 : Calcul du diviseur d’adjonction A X ← Õ(δ3)

Étape 2 : Calcul du dénominateur commun H

Étape 3 : Calcul de (H)− D X ← Õ(δ2 + degD)

Étape 4 : Calcul des numérateurs Gi (proche de l’étape 2)

Output

Une base de l’espace de Riemann–Roch L(D) en termes de H et des Gi .
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Trouver un dénominateur en pratique
Algèbre linéaire classique

Soit d = degH.

Condition (H) > A+ D

 système linéaire avec degA+ degD ∼ δ2 + degD équations

 l’élimination de Gauss coûte

Õ((dδ + δ2 + degD)ω) opérations sur K

Quelle taille a d?

On montre que d =
⌈
(δ−1)(δ−2)+degD

δ

⌉
est suffisant

 dénominateur calculé avec Õ((δ2 + degD)ω) opérations sur K
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Deuxième méthode : algèbre linéaire structurée

Condition (H) > A

 valt(H(X (t),Y (t), 1) > valt
(

ete−1

Fy (X (t),Y (t), 1)

)
(équations similaires pour la condition (H) > D )

L’espace des polynômes H(x , y , 1) qui satisfont ces conditions est un
K[x ]-module

 calculer une base3 coûte Õ((δ2 + degD)ω) opérations

L’exposant de complexité est le même mais...

Avantages :
I meilleur exposant de complexité sur les corps algébriquement clos
I possibles améliorations dans le futur

3C.-P. Jeannerod, V. Neiger, É. Schost et G. Villard, J. Symbolic Comput. 2017
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Sketch de l’algorithme

Input

C : F (X ,Y ,Z ) = 0 une courbe plane de degré δ, D un diviseur lisse.

Étape 1 : Calcul du diviseur d’adjonction A X ← Õ(δ3)

Étape 2 : Calcul du dénominateur commun H X ← Õ((δ2 + degD)ω)

Étape 3 : Calcul de (H)− D X ← Õ(δ2 + degD)

Étape 4 : Calcul des numérateurs Gi (proche de l’étape 2)

Output

Une base de l’espace de Riemann–Roch L(D) en termes de H et des Gi .

Théorème (Abelard, B., Couvreur, Lecerf – preprint 2021)

L’algorithme présenté calcule L(D) en Õ((δ2+degD)ω) opérations en K.
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Quoi retenir ?

1. Méthode de Brill–Noether  
conditions nécessaires et suffisantes sur

G et H pour que G/H ∈ L(D)

2. Séries de Puiseux  
gestion des points singuliers
non–ordinaires de la courbe

3. Algèbre linéaire  calcul de H et G en pratique

Résultat principal

Algorithme de type Las Vegas qui calcule L(D)
en Õ((δ2 + degD)ω) opérations.
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Questions futures

.
� Calculer les espaces de Riemann–Roch de courbes

non-ordinaires en caractéristique positive “petite”

� Implementer l’algorithme

� Améliorer l’exposant de complexité
dans le cas non–ordinaire (sous–quadratique ?)

Merci de votre attention !
Des questions ? e.berardini@tue.nl
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