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Introduction

Spoiler

Théoréme (Berardini, Giangreco)

Soit g un entier positif et soient ry, ..., ry les racines du polynémes . Il
existe un nombre réel ¢, tel que pour toute puissance paire q > cg d'un
premier, copremier avec f¢(0), la classe d’isogénie Mg(q) est ordinaire et
a comme polynéme de Weil hy(t,/q), ot

hg(t, X) = ﬁ(t2 + (2X — )t + X?).
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a comme polynéme de Weil hg(t,/q), ou

hg(t,X) = ﬁ(t? +(2X — )t + X?).
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Corollaire (Berardini, Giangreco)

Mg(q) est (-cyclique pour les premiers £ qui ne divisent pas

Ng = fg(4)f¢(0)Ag,

ot A, est le discriminant de fg.
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d'une classe d'isogénie sont connus seulement pour les variétés abéliennes
de dimension “petite” (Deuring, Waterhouse, Riick, Xing, Haloui,...)

Les variétés abéliennes et leurs groupes des points rationnels
interviennent dans la cryptographie et la théorie des codes cor-
recteurs.
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Variétés abéliennes

Premiers pas

@ Une variété abélienne A définie sur un corps k est une variété

connexe et compléte avec une structure de groupe sur A(k).

@ A est simple si elle ne posséde pas de sous-variété propre # 0.

e Un homomorphisme surjective entre A et B, t.q. dim(A) = dim(B),
est appelé une isogenie. S'il existe une isogénie entre A et B on dit
qu'elles sont isogeénes, A ~ B. Il s'agit d’une relation d’equivalence.
On notera A une classe d'isogénie de variétés abéliennes.

Exemple : les courbes elliptiques sont les var. ab. de dimension 1

Théoréme (Poincaré “Splitting Theorem”)

Une variété abélienne A définie sur un corps k est isogéne au produit
A~ Bt X x B

ou les variétés abéliennes B; sont simples et deux a deux non-isogénes sur
k. Cette décomposition est unique.
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Variétés abéliennes
Deuxiémes pas

Endomorphismes :

fa(t) : le polyndme caractéristique de m4 € End(A), le Frobenius

End®(A) := End(A) ® Q : I'algébre des endomorphismes de A

A~ B = End°(A) ~ End°(B)

p-rang et variétés ordinaires :
Soit g = p", on définit

Alp)(Eq) := ker([pla)-

On appelle p-rang de A la dimension de A[p](Fy).

Définition

Une variété abélienne de p-rang maximale est dite ordinaire.
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Variétés abéliennes

Polynémes de Weil

Définition

Soit g = p". Un g-polynéme de Weil est un polynéme unitaire 3
coefficients entiers dont toutes les racines sont des entiers algébriques de
valeur absolue \/q. Il a la forme :

[[(£+xt+q), xecRet|x| <2/q,

1

Il est dit ordinaire si le coefficient du milieu n'est pas divisible par p.
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Définition

Soit g = p". Un g-polynéme de Weil est un polynéme unitaire 3
coefficients entiers dont toutes les racines sont des entiers algébriques de
valeur absolue \/q. Il a la forme :

[[(£+xt+q), xecRet|x| <2/q,

1

Il est dit ordinaire si le coefficient du milieu n'est pas divisible par p.

Weil :  f4(t) est un g-polynéme de Weil

Tate : A~ B <— fA(t) = fB(t)

~» on peut parler du polynéme de Weil d'une classe d'isogenie A :

fa(t)
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Variétés abéliennes

Théorie de Honda—Tate classique et ordinaire

Théorie de Honda—Tate

{ classes d’isogenie de variétés} {q—po/ynémes de Wei/}
—

abéliennes simples définies sur IF irréductibles

A\pas tous les g-polyndmes de Weil irréductibles sont le polynéme de
Weil d'une classe d'isogénie simple

A\pas toutes les classes d'isogénie simples ont polynéme de Weil
irréductible
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Variétés abéliennes

Théorie de Honda—Tate classique et ordinaire

Théorie de Honda—Tate
{ classes d’isogenie de variétés} {q—po/ynémes de Wei/}
A

abéliennes simples définies sur IF irréductibles

A\pas tous les g-polyndmes de Weil irréductibles sont le polynéme de
Weil d'une classe d'isogénie simple

A\pas toutes les classes d'isogénie simples ont polynéme de Weil
irréductible

Le polynéme de Weil d'une classe d'isogénie simple est
fa(t) = h(t)®

pour h(t) € Z[t] un polyndme irréductible et e un entier positif.

Théorie de Honda—Tate (Ordinaire)

Un g-polynéme de Weil ordinaire et irréductible est toujours le polyn6me
de Weil d’une classe d'isogénie simple et ordinaire.
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Variétés abéliennes

Qu'est qu'on peut déduire du polynéme de Weil ?

La cardinalité du groupe des points rationnels :
#A(Fq) = fa(1)
L'ordinarité :
A est ordinaire <= f4(t) est un g-Weil polynéme ordinaire
Des informations sur I'algébre des endomorphismes :

Endo(.A) est commutative <= f4(t) n'a pas des racines multiples

Remarque

Une variété abélienne simple et avec algébre des endomorphismes qui est
commutative a polynéme de Weil irréductible. En particulier, son algébre
des endomorphimes est un corps commutatif.
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Variétés abéliennes

Cyclicité

A(Fq)e = la partie £ du groupe des points rationnels de A

Définition

Une classe d'isogenie A est dite {-cyclique si A(Fq)¢ est cyclique pour
toute A € A.

Critére de cyclicité! :

—

A est l-cyclique <= ¢ ne divise pas (f4(1),f4(1))

ol pour un entier z, z denote le quotient de z par son radical.

1. A. Giangreco—Maidana, “On the cyclicity of the rational points group of abelian
varieties over finite fields”, Finite Fields Appl., 57 (2019).
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Variétés abéliennes

Jusqu'ici, tout va bien?

polynéme de Weil d'une classe d'isogénie f4(t)

fa(1) irréductible ordinaire
0
v nombre de v End’(A) v A ordinaire

points rationnels  corps commutatif
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Variétés abéliennes

Jusqu'ici, tout va bien?

polynéme de Weil d'une classe d'isogénie f4(t)

fa(1) irréductible ordinaire
v nombre de v End’(A)

. : . v' A ordinaire
points rationnels  corps commutatif

v’ chaque g-polynéme de Weil irréductible et ordinaire est le polynéme
de Weil d'une classe d'isogenie simple et ordinaire

v critére de cyclicité pour les classes d'isogénie
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Entiers algébriques

Les entiers algébriques entrent en jeux

Définition

Un entier algébrique est un nombre complexe qui est racine d’un
polynéme unitaire a coefficient dans Z.. Un entier algébrique est dit
totalement positif si tous ses conjugués sont des réels positifs.

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
33,301984), 1-28

TOTALLY POSITIVE ALGEBRAIC INTEGERS
OF SMALL TRACE

by Christopher SMYTH

Let r>0 be a given integer. We describe an algorithm
for finding all totally positive algebraic integers & which satisfy
Tra—dega=r m

(where Tre=trace of a, dega = degree of @). That r must
be non-negative is an immediate consequence of the inequality of
the arithmetic and geometric means. The algorithm is based on
a recent improvement [5] of a result of Sicgel (3], combined with
a method of Robinson (1] for enumerating totally real polynomials
of a specific type. The algorithm was implemented on the University
College, Cardiff, Honeywell computer which took 40 minutes
CPU time to find all relevant & with 7 =0,1,2,...,6. (Almost
all of this time was spent on the last case: r=6, dega=7).
The table of these a appears as an appendix to this paper.

This work was stimulated by a question of Serre, who asked for
a list of these algebraic integers, for an application connected
with bounding the number of points on algebraic curves over
finite fields.
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Entiers algébriques

Polynémes minimaux des entiers algébriques

min .
Fg

I'ensemble des polynémes minimaux des entiers algébriques
de degré g totalement positifs

I autrement dit

I'ensemble des polynémes unitaires de degré g a coefficients
entiers, irréductibles sur Q et dont toutes les racines sont
positives et réelles

le sous-ensemble de F, des polynémes de trace minimale
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Entiers algébriques

Polynémes minimaux des entiers algébriques

) R o . e
I'ensemble des polynémes minimaux des entiers algébriques

Fg .
€ de degré g totalement positifs
Iautrement dit
I'ensemble des polynémes unitaires de degré g a coefficients
entiers, irréductibles sur Q et dont toutes les racines sont
positives et réelles
Fin le sous-ensemble de F, des polynémes de trace minimale

Soit g un entier positif. Il existe un polynéme fg € fg‘i“ et un nombre
réel ng tel que fz(t) > f(t) pour tout autre f € Fg et t > ng.

En particulier, f; est I'élément maximal de ]—"g‘i" sous la relation d'ordre :

f < fh <= f, — f a coefficient dominant non-négatif
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Preuve des résultats

Preuve du théoréme

Hypothéses : f; = [[?(t — r;), g puissance paire, (q,f.(0)) =1
Alors : 3¢z t.q. pour tout g > ¢z la classe MY (g) est ordinaire et son
polyndme de Weil est hg(t,,/q), ou
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d'apreés la théorie de Honda-Tate ordinaire, h,(t,,/q) est le
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#Mg(Q)(Fq) = hg(1,/q) =fe((v/a + 1)?)
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©0 00

QED
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Preuve des résultats

Deux remarques

Unicité de la classe : pour g > 1 deux classes d'isogénie peuvent avoir le
méme nombre de points rationnels. Nous ne parvenons pas a trouver g et
g t.q. la classe d'isogénie maximale parmi celles avec algébre des
endomorphismes qui est un corps commutatif n'est pas unique.

Classe minimale : notre méthode s'applique également pour caractériser
la classe minimale parmi celles avec algébre des endomorphismes qui est
un corps commutatif. Le polynéme est

he (t,X) = ﬁ(t2 + (=2X — )t + X?).
i=1

Dans ce cas, on trouve des exemples ol la classe minimale n'est pas
unique !
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0 25(1,\/4) = (2+2yG— 1) [T, (q +2/G+ 1~ 1) (mod )

¥ —
B divise (2 +2,/q —r;,) B divise (¢ +2,/9+1—r;,)
X EN \
1 -1
q3|>/a+ m‘\/a N ‘B‘(riofrjo)
(’B | Fig f’I3|(4' - rio) i
g » AP
£154(0) £154(4) | 8
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Preuve des résultats

A retenir

Connaissance de f, — connaissance du polynéme de Weil de
M2(q) + cyclicite
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Preuve des résultats

A retenir

Connaissance de f, =

connaissance du polynéme de Weil de
M2(q) + cyclicite
Quand I'ensemble fg”i” est connu, on peut déduire f,, donc N,.

Quelques exemples? :

|

s (1) [ 7e(®) [7,0) [ By
t—1 3 -1 1
t2-3t+1 5 1
t3—5t2+6t—1 7 -1 72
tF—T7t3+ 142 -8t + 1 1 1 32 x 53
t> —0t* +28t3 —35¢2 + 15t — 1 11 -1 114
t® — 115 + 45¢% — 8413 + 70¢2 — 21t + 1 13 1 13°

2. C. J. Smyth, “Totally positive algebraic integers of small trace”, Ann. Inst. Fourier
Grenoble, 34, 1984
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Preuve des résultats

A retenir

Connaissance de f, =

connaissance du polynéme de Weil de
M2(q) + cyclicite
Quand I'ensemble fg”i” est connu, on peut déduire f,, donc N,.

Quelques exemples? :

| fs (1) [ 72(4) [1s(0) [ Ag
t—1 3 -1 1
t2-3t+1 5 1
t3—5t2+6t—1 7 -1 72
tF—T7t3+ 142 -8t + 1 1 1 32 x 53
t> —0t* +28t3 —35¢2 + 15t — 1 11 -1 114
t® — 115 + 45¢% — 8413 + 70¢2 — 21t + 1 13 1 13°

Question : est-ce que fg(0) = %1 toujours?
~> la condition (g, fz(0)) = 1 toujours vérifiée
et Ng =fg(4)A,
2. C. J. Smyth, “Totally positive algebraic integers of small trace”, Ann. Inst. Fourier
Grenoble, 34, 1984
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Variétés abéliennes de dimension 3

g=1: M¢(q) est ordinaire et ¢-cyclique pour tout £ # 3, son
' polyndme de Weil est t2 + (2y/g—1)t+gq

M3(q) est ordinaire et cyclique, son polynéme de Weil
est t*+(4,/q—3)t3+(6g—6./q+1)t*+(4,/q—3)qt+q°

Théoréme (Berardini, Giangreco)

La classe d'isogénie M3(q) est ordinaire et cyclique. Son polynéme de
Weil est f(t) = t® + at® + bt* + ct3 + gbt?® + g°at + q° avec :

a=06,/q—5;
b= 15q — 20,/q + 6;
¢ =20q,/q —30g +12,/q — 1.

De plus, les classes d'isogénie de variétés abéliennes de dimension 3 avec
algébre des endomorphismes commutative et avec plus de points
rationnels sont Emax—1(q) x M3(q) et Emax—2(q) x M3(q). La premiére
classe est (-cyclique pour tout ¢ # 3. La deuxiéme classe est cyclique.
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Conclusions

...et maintenant?

© Qu’est-ce qu’'on peut dire pour g une puissance impaire ?
. . ~ < Nyt 0
— Existe-t-il un polynéme qui “paramétrise” M, (q)?
— Existent-t-ils des premiers ¢ arbitrairement grands tels que M2(q)
n'est pas ¢-cyclique pour quelques g puissances impaires ?

O\
e A /
7/ \\
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Conclusions

_.et maintenant ?

© Qu'est-ce qu’'on peut dire pour g une puissance impaire ?
. . ~ T Nyt M 0
— Existe-t-il un polynéme qui “paramétrise” M, (q)?
— Existent-t-ils des premiers ¢ arbitrairement grands tels que M2(q)
n'est pas f-cyclique pour quelques g puissances impaires ?

@ ‘“classe d'isogénie maximale parmi celles qui ont
algébre des endomorphismes qui est un corps”

<= ‘“classe d'isogénie maximale simple” ?
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Conclusions

_.et maintenant ?

© Qu'est-ce qu’'on peut dire pour g une puissance impaire ?
. . ~ " N 0
— Existe-t-il un polynéme qui “paramétrise” M;(q)?
— Existent-t-ils des premiers £ arbitrairement grands tels que Mg(q)
n'est pas /-cyclique pour quelques g puissances impaires ?

@ ‘“classe d'isogénie maximale parmi celles qui ont
algébre des endomorphismes qui est un corps”

< "“classe d'isogénie maximale simple” ?

!

La classe d'isogénie maximale simple
a toujours polyndme de Weil irréductible ?

N /

— /

~ -~
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Conclusions

Merci de votre attention |

Des questions ?

berardini®@lix.polytechnique.fr

agiangreco@ing.una.py
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