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Ci tengo a ringraziare il professor Lorenzo Tortora de Falco, sia per i suoi corsi cos̀ı ap-
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Introduction

Le nombre de points rationnels d’une courbe C (algébrique, projective, absolument
irréductible, lisse) de genre g définie sur le corps fini Fq, noté #C(Fq), est encadré par
la borne de Weil ([23]) améliorée par Jean-Pierre Serre ([12]) :

|#C(Fq)− (q + 1)| ≤ gb2√qc

où brc pour r ∈ R désigne le plus grand entier plus petit que r.
Les courbes dont le nombre de points rationnels atteint la borne supérieure ci-dessus,
traditionnellement appelée borne de Serre-Weil, sont appelées Serre-Weil maximales et
les courbes dont le nombre de points est proche de la borne supérieure de Serre-Weil
sont appelées quasi-Serre-Weil maximales. Ces courbes sont recherchées notamment pour
les applications dans la construction de codes correcteurs (codes de Goppa et codes
Algébriques Géométriques, cf. [19]) ou dans des protocoles cryptographiques.
On définit la quantité Nq(g) comme étant le nombre maximum de points rationnels sur
Fq d’une courbe algébrique, projective, absolument irréductible, lisse et de genre g. On
peut s’intéresser à cette quantité de deux manières différentes : en fixant q, le cardinal
du corps fini Fq, et en étudiant cette quantité en fonction de g, ou, réciproquement, en
fixant le genre g et en étudiant la valeur de Nq(g) par rapport à q. Nous adopterons
cette dernière approche.
Lorsque g = 1, la quantité Nq(q) a été déterminée par Deuring ([4]) et Waterhouse
([22]), et lorsque g = 2, elle l’a été par Serre ([12]) ; si g ≥ 3, déterminer Nq(g) devient
un problème difficile. Dans ce mémoire on s’intéresse au cas g = 3 en partant de l’article
de Roland Auer et Jaap Top “Some genus 3 curves with many points” ([2]).

La structure du mémoire est la suivante : dans le Chapitre 1, on fixe les notations
et l’on donne les notions de base sur les courbes définies sur un corps fini et les outils
qui seront utilisés dans tout le mémoire. Le but du Chapitre 2 est de résumer le travail
qui a été fait sur les courbes de genre 1 et 2 ; pour ce faire, on s’est basé sur la thèse de
Waterhouse ([22]) pour le cas des courbes de genre 1, et sur la thèse de Shabat ([13]),
pour le cas des courbes de genre 2. Deux méthodes intéressantes émergent de ce chapitre :
d’un côté la descente Galoisienne comme méthode de preuve de non existence de courbes
Serre-Weil maximales définies sur certains corps finis, de l’autre l’utilisation de courbes
elliptiques, i.e. courbes de genre 1, pour trouver des courbes de genre plus grand avec
beaucoup de points rationnels. On a repris ces deux méthodes dans l’étude des courbes
de genre 3. Le Chapitre 3 est le cœur du mémoire : on y étudie les courbes lisses de
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Introduction Introduction

genre 3 en se basant sur l’article de Auer et Top de 2002 ([2]) et sur l’article de Top
de 2003 ([17]). En utilisant une isogénie entre la Jacobienne d’une certaine quartique
plane et le produit de trois courbes elliptiques, on peut construire des courbes lisses de
genre 3 définies sur un corps fini, dont le nombre de points rationnels approche la borne
supérieure de Serre-Weil. On utilise ici la théorie liée aux courbes elliptiques en forme de
Legendre, en arrivant dans le cas de corps finis de caractéristique 3 à un résultat général
donné par Auer et Top dans [2] et que l’on a personnellement amélioré (Théorème 3.2).
De plus, comme dans [2], on montre l’existence de courbes Serre-Weil maximales sur Fp2n
dans le cas où n est impair et p ≡ 3 mod 4 (Proposition 3.5) et on donne une méthode
pour trouver de façon explicite des courbes Serre-Weil maximales sur Fp en utilisant
la théorie développée dans le chapitre. La dernière section du chapitre concerne une
proposition qui donne la valeur Nq(3) pour des petites valeurs de q ; la première partie
de cette section est dédiée à la théorie de Stöhr et Voloch sur les courbes Frobenius non-
classiques, une classe de courbes qui ont la caractéristique d’avoir en général beaucoup
de points rationnels.

2



Chapitre 1

Notations et notions de base

1.1 Introduction aux courbes

Dans tout le mémoire p désignera un nombre premier et q une puissance de p ; on
notera Fq le corps fini avec q éléments et Fq sa clôture algébrique à isomorphisme près.

Définition 1.1. Soit An+1
Fq

:= {(x0, . . . , xn)|xi ∈ Fq} l’espace affine de dimension n+ 1

sur Fq. On considère sur An+1
Fq

r {(0, . . . , 0)} la relation d’équivalence suivante, dite
relation de colinéarité :

(a0, . . . , an) ∼ (b0, . . . , bn) ⇐⇒ ∃λ ∈ F∗q t.q. ∀i ∈ {0, . . . , n} on a bi = λai.

On notera (a0 : . . . : an) la classe d’équivalence de (a0, . . . , an) pour cette relation.

Définition 1.2. L’espace projectif de dimension n sur Fq, noté PnFq
, est l’ensemble quo-

tient An+1
Fq

r {(0, . . . , 0)}/ ∼.

Définition 1.3. Soit P = (a0 : . . . : an) ∈ PnFq
. S’il existe un système de représentants

a0, . . . , an t.q. ai ∈ Fq pour tout i ∈ {0, . . . , n} alors le point P est dit rationnel sur Fq.
On note PnFq

(Fq) l’ensemble des points de PnFq
rationnels sur Fq :

PnFq
(Fq) := {(a0 : . . . : an) ∈ PnFq

| ai ∈ Fq ∀ i, 0 ≤ i ≤ n}

Exemple 1.1. Soit P1
Fq

la droite projective sur Fq et soit (a0, a1) ∈ F2
q r {(0, 0)}. Si

a1 6= 0 alors (a0, a1) ∼ (a0/a1, 1), i.e. (a0, a1) = (a0/a1 : 1). Si par contre a1 = 0
alors a0 6= 0 et (a0, a1) = (a0, 0) ∼ (1, 0), i.e. (a0 : 0) = (1 : 0) ; le point (1 : 0) est
appelé le point à l’infini de P1

Fq
. En conclusion P1

Fq
= {(α : 1)|α ∈ Fq} ∪ {(1 : 0)}, d’où

#P1
Fq

(Fq) = q + 1.
En particulier l’on a :

#PnFq
(Fq) =

qn+1 − 1

q − 1
(1.1)

car qn+1 − 1 est le nombre d’éléments dans An+1
Fq

privé de l’origine, et q − 1 est le
nombre des λ 6= 0 pour la relation de colinearité.
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1.1. Introduction aux courbes

Définition 1.4. Une courbe algébrique projective absolument irréductible définie sur Fq
est l’ensemble des zéros dans PnFq

d’un système de polynômes homogènes 1 F1, . . . , Fm ∈
Fq[x0, . . . , xn] irréductibles sur Fq :

C := {P = (x0 : . . . : xn) ∈ PnFq
|F1(P ) = . . . = Fm(P ) = 0}. (1.2)

Définition 1.5. L’ensemble des points rationnels sur Fq d’une courbe C est l’ensemble

C(Fq) = C ∩ PnFq
(Fq). (1.3)

On notera #C(Fq) le cardinal de cet ensemble.

Définition 1.6. Soit C/Fq une courbe algébrique projective absolument irréductible dé-
finie comme dans (1.2) et P l’un des ses points. Alors C est dite lisse ou non singulière
en P si la matrice Jacobienne en P(

∂Fi
∂xj

(P )

)
1≤i≤m
0≤j≤n

est de rang n − 1. On dit que C est lisse ou non singulière si elle est non singulière en
tout point.

Dans tout ce mémoire une courbe C/Fq sera une courbe algébrique, projective, ab-
solument irréductible, lisse, définie sur le corps fini Fq.

Si on se place dans le cas des courbes planes, i.e. si C est une courbe définie par un
seul polynôme homogène F ∈ Fq[x, y, z] irréductible sur Fq de degré d, alors on dit que
C est une courbe lisse ou non singulière si elle n’admet pas de points P = (x : y : z) tels
que

F (P ) =
∂F

∂x
(P ) =

∂F

∂y
(P ) =

∂F

∂z
(P ) = 0.

Dans ce cas on définit le genre de la courbe par

g =
1

2
(d− 1)(d− 2). (1.4)

Définition 1.7. Soit C/Fq une courbe. Si on définit l’idéal

I(C/Fq) := {f ∈ Fq[x0, . . . , xn] | f est homogène et f(P ) = 0 pour tout P ∈ C}.

alors le corps des fonctions de la courbe C/Fq est

Fq(C) :=

{
g

h

∣∣∣∣ g, h ∈ Fq[x0, . . . , xn]/I(C/Fq) homogènes, de même degré,h 6= 0

}
.

1. Un polynôme F ∈ Fq[x0, . . . , xn] est homogène de degré d si F (λx0, . . . , λxn) = λdF (x0, . . . , xn)
pour tout λ ∈ Fq.
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1.1. Introduction aux courbes

1.1.1 Fonctions sur les courbes

Soit C ⊂ Pm une courbe. Une fonction rationnelle de C dans Pn est un (n+ 1)-uplet
(F0 : . . . : Fn) de fonctions de même degré en m + 1 coordonnées homogènes dans Pm,
telles que au moins une des Fi ne s’annule pas en tous les points de C.

Définition 1.8. Une fonction rationnelle f : C → Pn est dite régulière en P ∈ C si f a
une représentation (F0 : . . . : Fn) telle que Fi(P ) 6= 0 pour au moins un i ∈ {0, . . . , n}.
Une fonction rationnelle régulière en chaque point est un morphisme. Un morphisme
inversible est un isomorphisme.

Définition 1.9. Soit C une courbe,

— Un morphisme de C dans elle-même est un endomorphisme. On notera End(C)
l’ensemble des endomorphismes de C.

— Un isomorphisme de C dans elle-même est un automorphisme. L’ensemble des
automorphismes de C, noté Aut(C), est un groupe.

Définition 1.10 (Frobenius). Soit C/Fq une courbe. On distingue entre les endomor-
phismes de C la fonction qui élève les coordonnées de chaque point à la puissance q.
Cette fonction est appelée le Frobenius (ou q-Frobenius) et on la notera π.

Définition 1.11 (Involution). Soit f une application bijective. Si f ◦f = Id, c’est-à-dire
si f = f−1, alors f est une involution.

Définition 1.12. Soit ϕ : C1 → C2 une fonction entre deux courbes définies sur Fq. Si
ϕ est constante on dit que son degré est 0 ; sinon on dit que ϕ est finie et on définit son
degré comme

deg(ϕ) := [Fq(C1) : ϕ∗Fq(C2)] (1.5)

où ϕ∗ : Fq(C2) → Fq(C1) est l’injection de corps de fonctions qui fixe Fq définie par
ϕ∗f = f ◦ ϕ.

Remarque 1.1. Voir [14, Ch. II, §3] et [14, Ch. III, §4].

1. Le degré du q-Frobenius, deg(π), est égale à q.

2. Si ϕ est séparable alors deg(ϕ) = #ker(ϕ).

Définition 1.13. Une courbe C/Fq de genre g ≥ 2 est dite hyperelliptique si elle ad-
met un revêtement double de P1, i.e. s’il existe une fonction de C dans P1 régulière et
surjective de degré 2. Cette fonction est appelée fonction hyperelliptique.

Remarque 1.2. Voir [5, Ch. IV, § 5].
(i) Toute courbe de genre g = 2 est hyperelliptique.
(ii) Toute courbe de genre g = 3 est soit hyperelliptique, soit isomorphe à une courbe
plane quartique.

Lemme 1.1. Soit C/Fq une courbe hyperelliptique, alors #C(Fq) ≤ 2q + 2.

5



1.1. Introduction aux courbes

Démonstration. Par définition si C est une courbe hyperelliptique il existe une fonction
f : C → P1 surjective de degré 2, donc C ne peut pas avoir plus du double des points de
P1(Fq).

Définition 1.14 (Produit Fibré). Soient C1 et C2 deux courbes et ϕ : C1 → P1 et
ψ : C2 → P1 deux morphismes. On définit C le produit fibré de C1 et C2 au dessus de
P1 comme C = C1 ×P1 C2 = {(y, z) ∈ C1 × C2 |ϕ(y) = ψ(z)}.

1.1.2 Courbes elliptiques

La présentation suivante des courbes elliptiques suit la présentation donnée dans [14,
Ch. III et V].

Définition 1.15. Une courbe elliptique E est une courbe de genre 1 avec un point
O ∈ E, appelé le point à l’infini. On dit que E est définie sur le corps fini Fq, et on note
E/Fq, si E est une courbe sur Fq et O ∈ Fq.

Définition 1.16. Une courbe elliptique E/Fq est en forme de Weierstrass si elle peut
être définie comme l’ensemble des points dans P2 qui satisfont une équation cubique avec
un seul point à l’infini O, i.e. si elle peut donnée par une équation de la forme :

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3

où ai ∈ Fq. En posant x = X/Z et y = Y/Z on peut écrire l’équation sous la forme :

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

où ai ∈ Fq. On rappelle que E est toujours munie d’un point à l’infini O = (0 : 1 : 0).
En caractéristique différente de 2 on peut simplifier l’équation et l’on obtient :

E : y2 = 4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6

où b2 = a21 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3 et b6 = a23 + 4a6.

Remarque 1.3. Toute courbe elliptique peut être écrite en forme de Weierstrass (voir
[14, Ch. III, §3]), i.e. toute courbe elliptique peut être considérée comme étant dans P2

et définie par une équation cubique.

Soit donc E une courbe elliptique en forme de Weierstrass, E ⊂ P2, avec le point à
l’infini O = (0 : 1 : 0) et soit L ⊂ P2 une droite. Étant E de degré 3, L coupe E en trois
points, pas forcément distinctes. On peut alors définir sur E une loi de composition ⊕
dans la manière suivante : soient P,Q ∈ E, L la droite qui passe par P et Q, et R le
troisième point d’intersection entre E et L ; soit L′ la droite qui passe par R et O. Alors
on définit P ⊕Q comme étant le point R′ tel que L′ coupe E en R,O, R′.
Cette loi de composition donne une structure de groupe abélien sur E dont O est l’élé-
ment neutre (voir [14, Ch. III, §2]) :

1. Si une droite L coupe E en les points P,Q,R alors P ⊕Q⊕R = O.

6



1.1. Introduction aux courbes

2. P ⊕O = P pour tout P ∈ E.

3. P ⊕Q = Q⊕ P pour tout P,Q ∈ E.

4. Soit P ∈ E, il existe un point P ′ ∈ E tel que P ⊕ P ′ = O.

5. Soient P,Q,R ∈ E, alors (P ⊕Q)⊕R = P ⊕ (Q⊕R).

Définition 1.17 (j-invariant). Soit q impair, E/Fq une courbe elliptique. Si on définit
les quantités suivantes :

b8 = a21a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a
2
3 − a24 ;

c4 = b22 − 24b4 ;

c6 = b32 + 36b2b4 − 216b6 ;

alors on peut définir le j-invariant de E comme :

j = j(E) := 1728
c34

c34 − c26
.

Définition 1.18 (Isogénie). Soient E1 et E2 deux courbes elliptiques. Une isogénie entre
E1 et E2 est un morphisme ϕ : E1 → E2 tel que ϕ(O) = O. S’il existe une isogénie ϕ
entre E1 et E2 telle que ϕ(E1) 6= {O} alors les deux courbes elliptiques sont isogènes.

Définition 1.19. Pour tout n ∈ Z on définit la fonction multiplication par n

[n] : E → E

P 7→ nP = P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸
n−fois

.

On notera cette fonction [n] ou simplement n.

Remarque 1.4. D’après la définition 1.18 la fonction [n] est une isogénie.

Définition 1.20. Soit E/Fq une courbe elliptique et n ∈ Z \ {0}. Le sous-groupe de
n-torsion de E, noté E[n], est l’ensemble des points de E d’ordre divisant n :

E[n](Fq) := {P ∈ E(Fq) |nP = 0}.

Proposition 1.1. Soit E/Fq une courbe elliptique et n ∈ Z \ {0}. Alors :

1. deg([n]) = n2 ;

2. si (p, n) = 1 alors

E[n] ∼= (Z/nZ)× (Z/nZ);

3. pour tout e ∈ Z \ {0}

E[pe](Fq) ∼=

{
{0} ou

Z/peZ

Dans le premier cas E est dite super-singulière, sinon E est dite ordinaire.
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1.1. Introduction aux courbes

Une preuve de cette proposition se trouve dans [14, Ch. III, §6, p.89].

Théorème 1.1 (Hasse). Soit E/Fq une courbe elliptique, alors

|#E(Fq)− (q + 1)| ≤ 2
√
q.

Ce résultat a été étendu par André Weil à toute courbe lisse de n’importe quel genre
g (Corollaire 1.3).

Remarque 1.5. Soient E/Fq une courbe elliptique, π : E → E le Frobenius et Pπ(X) =
X2−Tr(π)X + q son polynôme caractéristique où Tr(π) est la trace du Frobenius. L’en-
semble des points rationnels de E peut être écrit comme

E(Fq) = {P ∈ E(Fq) |π(P ) = P} = ker(1− π).

Le morphisme 1 − π est séparable (voir par exemple [14, Ch. III, §5, p.83]) donc en
particulier deg(1− π) = # ker(1− π). Vu que

deg(1− π) = (1− π) ◦ (1− π) = 1− (π + π) + π ◦ π = 1− Tr(π) + q

l’on obtient #E(Fq) = q + 1− Tr(π).

Théorème 1.2. Soit E/Fq une courbe elliptique. E est super-singulière si et seulement
si Tr(π) ≡ 0 mod p.

Voir par exemple [21, Ch. 4.6, p.130]

Corollaire 1.1. Soit p > 3 un nombre premier, alors E/Fp est super-singulière si et
seulement si la trace du Frobenius est nulle.

Démonstration. D’après le Théorème de Hasse et la remarque 1.5, on a |Tr(π)| ≤ 2
√
p.

Pour p > 3 on a 2
√
p < p, donc par le théorème précédent on a nécessairement que la

trace du Frobenius doit être nulle.

1.1.3 La jacobienne d’une courbe

La présentation de la jacobienne d’une courbe qu’on propose se base sur la présen-
tation donnée dans [19, Ch. 2.1 et 2.5].

Définition 1.21. Soit C/Fq une courbe. Un diviseur de C est

D =
∑
P∈C

nPP avec nP ∈ Z presque tous nuls.

Les diviseurs que nous considérons sont tous supposés rationnels, i.e. invariants pour tout
automorphisme du groupe de Galois Gal(Fq/Fq) : Dσ = D pour tout σ ∈ Gal(Fq/Fq).
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1.1. Introduction aux courbes

L’ensemble des diviseurs de la courbe C est noté Div(C) ; il s’agit d’un groupe abélien

pour la somme de diviseurs : soient D1 =
∑
P∈C

nPP et D2 =
∑
P∈C

mPP deux diviseurs

alors :
D1 ±D2 =

∑
P∈C

(nP ±mP )P.

Soit C/Fq une courbe et P ∈ C un point de la courbe. On peut associer à P l’anneau local
OP (C) := {f ∈ Fq(C) | f est définie sur P}. Soit MP (C) := {f ∈ OP (C) | f(P ) = 0}
l’unique idéal maximale de OP (C) ; si le point P est non singulier, ce qui est le cas vu
qu’on considère que de courbes lisses, alors MP (C) est un idéal principal.

Définition 1.22. Le corps Fq(P ) := OP (C)/MP (C) est le corps résiduel en P . Il s’agit
d’une extension de Fq et le degré de l’extension est appelé le degré de P :

deg(P ) := [Fq(P ) : Fq].

Définition 1.23. Soit C/Fq une courbe et D un diviseur de C. On définit le degré de
D par :

deg(D) :=
∑
P∈C

nP deg(P ).

La fonction de degré d : Div(C)→ Z est un homomorphisme et son noyau, i.e. le sous-
groupe des diviseurs de C de degré 0, est noté Div0(C).

Définition 1.24. Soit vP la valuation discrète correspondant au point P ∈ C. On a :

vP (f) = r > 0 si P est un zéro de f d’ordre de multiplicité r ;

vP (f) = r < 0 si P est un pôle de f d’ordre de multiplicité r ;

vP (f) = 0 si P n’est pas un zéro ni un pôle de f .

Soit f ∈ Fq(C) \ {0}. Le diviseur principal de f est défini par :

div(f) :=
∑
P∈C

vP (f)P.

L’ensemble des diviseurs principaux, noté P (C), est un sous-groupe de Div(C). Le
degré d’un diviseur principal est toujours 0, i.e. toute fonction rationnelle sur C possède
autant de zéros que de pôles, comptés avec ordre de multiplicité (voir [5, Ch. II, §6]) ;
donc P (C) ⊆ Div0(C) .

Définition 1.25. On définit le groupe quotient suivant :

Pic0(X) := Div0(C)/P (C).

Théorème 1.3. Pour toute courbe lisse C il existe une unique variété abélienne Jac(C),
telle que Jac(C) est isomorphe à Pic0(C) comme groupe.

Définition 1.26. Jac(C) est dite la jacobienne de la courbe C.

Exemple 1.2. (voir [19, Ch. 2.1, p. 87])

1. Si C = P1 alors Pic0(C) = {0} donc Jac(P1) est triviale.

2. Si C est une courbe cubique alors Jac(C) ∼= C. En particulier donc si E est une
courbe elliptique on peut l’identifier avec sa jacobienne.
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1.2. Bornes sur le nombre de points rationnels d’une courbe lisse

1.2 Bornes sur le nombre de points rationnels d’une courbe
lisse

Notation. On fixe les notations suivants :

m = b2√qc où b·c désigne la partie entière d’un nombre ;

Nq(g) désigne le nombre maximum de points rationnels qu’une courbe C/Fq de genre g
peut avoir.

D’après (1.1) et (1.3) la première borne qu’on a pour Nq(g) est

Nq(g) ≤ #PnFq
(Fq) =

qn+1 − 1

q − 1
. (1.6)

Définition 1.27. Soit C/Fq une courbe de genre g. On définit la fonction zêta associée
à la courbe C par

ZC(T ) := exp

( ∞∑
n=1

#C(Fqn)
Tn

n

)
.

Théorème 1.4 (Weil, 1948, [23]). Soit C/Fq une courbe lisse de genre g. Alors la
fonction zêta ZC(T ) est une fraction rationnelle de la forme :

ZC(T ) =

g∏
i=1

(1− ωiT )(1− ωiT )

(1− T )(1− qT )

où les ωi ∈ C sont des entiers algébriques de module
√
q.

Comme corollaire du Théorème de Weil on obtient le résultat suivant sur le nombre
de points rationnels d’une courbe lisse définie sur Fq :

Corollaire 1.2. Soit C/Fq une courbe lisse de genre g. Alors on a :

#C(Fq) = q + 1−
g∑
i=1

(ωi + ωi).

Démonstration. Par la forme de ZC(T ) donnée par le Théorème de Weil on déduit :

Z ′C(T )

ZC(T )
=

1

1− T
+

q

1− qT
−

g∑
i=1

(
ωi

1− ωiT
+

ωi
1− ωiT

)
.

De plus, par la définition de ZC(T ) on a :

Z ′C(T )

ZC(T )
=

∞∑
n=1

#C(Fqn)Tn−1 = #C(Fq) + T

∞∑
n=2

#C(Fnq )Tn−2 =

= #C(Fq) + T

∞∑
n=1

#C(Fnq )Tn−1.
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1.2. Bornes sur le nombre de points rationnels d’une courbe lisse

En égalant les deux expressions de la dérivée logarithmique de ZC(T ) et en posant T = 0
on obtient

#C(Fq) = q + 1−
g∑
i=1

(ωi + ωi).

Remarque 1.6. Plus généralement pout tout n ∈ Z, n ≥ 1, l’on a

#C(Fqn) = qn + 1−
g∑
i=1

(ωni + ωni ).

Corollaire 1.3 (Borne de Weil). Soit C/Fq une courbe lisse de genre g, alors

|#C(Fq)− (q + 1)| ≤ 2g
√
q.

Démonstration.

|#C(Fq)− (q + 1)| =
∣∣∣∣− g∑

i=1

(ωi + ωi)

∣∣∣∣ ≤ g∑
i=1

(|ωi|+ |ωi|) ≤ 2g
√
q.

Dans le cas où q n’est pas un carré la borne de Weil a été améliorée par Serre.

Théorème 1.5 (Borne de Serre, 1983, [12]). Soit C/Fq une courbe lisse de genre g,
alors

|#C(Fq)− (q + 1)| ≤ gb2√qc.

Démonstration. D’après le Corollaire 1.2 il suffit de montrer que

∣∣∣∣ g∑
i=1

(ωi + ωi)

∣∣∣∣ =∣∣∣∣ 2g∑
i=1

ωi

∣∣∣∣ ≤ gb2√qc = mg. On pose xi := m + 1 + ωi + ωi. Les xi sont des entiers

algébriques réels positifs et forment un ensemble stable sous l’action de Gal(Q/Q), donc
X := x1 · . . . · xg est un réel positif non nul. Soit σ : Q(x1, . . . , xn)→ C un plongement,
alors

σ(X) = σ

(
g∏
i=1

xi

)
= σ(x1) · . . . · σ(xg).

On a σ(xi) = σ(m) + σ(1) + σ(ωi) + σ(ωi) = m + 1 + σ(ωi) + σ(ωi) = σ(xi), d’où
σ(X) = X et donc X ∈ Q. De plus, vu que X est un entier algébrique rationnel on a

11



1.2. Bornes sur le nombre de points rationnels d’une courbe lisse

X ∈ Z, donc X ≥ 1. En utilisant l’inégalité arithmético - géométrique 2 on obtient

1

g

g∑
i=1

xi ≥ g
√
x1 · . . . xq ≥ 1⇒ 1

g

(
mg + g +

2g∑
i=1

ωi

)
≥ 1

⇒ mg +

2g∑
i=1

ωi ≥ 0⇒
2g∑
i=1

ωi ≥ −mg.

Considérons maintenant yi := m + 1 − ωi − ωi ; avec le même raisonnement on obtient
2g∑
i=1

ωi ≤ mg, d’où finalement

∣∣∣∣ 2g∑
i=1

ωi

∣∣∣∣ ≤ mg.

D’après la borne de Serre, traditionnellement appelée borne de Serre-Weil, on a l’in-
égalité suivante :

Corollaire 1.4.
Nq(g) ≤ q + 1 + gb2√qc

Définition 1.28. Soit C/Fq une courbe lisse de genre g. On dira que C est :

1. optimale si #C(Fq) = Nq(g) ;

2. Serre-Weil maximale ou maximale si #C(Fq) = q + 1 + gb2√qc.

2. Soient ma = 1
n

(x1 + . . .+ xn) et mg = n
√
x1 · · ·xn. Alors ma ≥ mg avec égalité si et seulement si

xi = xj pour tout i, j.
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Chapitre 2

Courbes de petit genre

Dans le cas de courbes de genre bas, i.e. g = 0, 1, 2, la borne pour Nq(g) est connue
explicitement pour toute valeur de q.

Pour g = 0, c’est à dire dans le cas des courbes rationnelles, on a

Nq(0) = q + 1.

Ce résultat découle directement de la Borne de Weil.

2.1 Courbes de genre 1

Pour g = 1 on a Nq(1) = q + 1 +m à exception du cas où q = pa avec a ≥ 3 impair
et p divise m. Ce résultat est une conséquence du Théorème de Deuring dont on peut
trouver une démonstration dans [4] ou [22, Ch.4].

Théorème 2.1 (Deuring, 1941, [4]). Soit q = pa et Fq un corps fini. Soit t ∈ Z tel
que |t| ≤ 2

√
q. Alors il existe une courbe de genre 1 définie sur Fq avec q + 1− t points

rationnels si et seulement si on est dans un des cas suivants :

1. (t, p) = 1

2. a est pair et |t| = 2
√
q,

3. a est pair, p 6≡ 1 mod 3 et |t| = √q,

4. a est pair, p 6≡ 1 mod 4 et t = 0,

5. a est impair et t = 0,
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2.2. Courbes de genre 2

6. a est impair, p = 2 ou p = 3 et |t| = √pq.
En particulier dans le premier cas la courbe est ordinaire ; dans le deuxième cas la courbe
est super-singulière et elle a tous ses endomorphismes définis sur Fq ; dans tous les
autres cas, les courbes sont super-singulières mais elles n’ont pas tous les endomorphismes
définis sur Fq.

Grâce à ce théorème on obtient facilement le résultat annoncé :

Théorème 2.2. Soient q = pa et m = b2√qc. Si a est impair, a ≥ 3 et p divise m alors
Nq(1) = q + 1 +m− 1, sinon Nq(1) = q + 1 +m.

Démonstration. Si a est impair et (m, p) = 1 ou si a est pair alors grâce aux points (1)
et (2) du Théorème 2.1 on sait qu’il existe une courbe de genre 1 avec q + 1 − t points
rationnels avec t = −m. Or, soit a impair et m divisible par p. Si a=1 alors puisque
2
√
p < 2p on doit avoir m = p ; alors 2

√
p > p d’où forcément p = 2 ou p = 3. Dans ce

cas grâce au point (6) du Théorème 2.1 il existe une courbe de genre 1 avec q + 1 − t
points rationnels avec t = −p = −m. Maintenant soit a ≥ 3 ; si p 6= 2 et p 6= 3 alors vu
que t et p ne sont pas premiers entre eux, pour le point (5) on a t = 0. Si p = 2 ou p = 3
alors on utilise encore le point (6) et le fait que m >

√
pq ; dans ce cas on remarque que

m− 1 est premier avec p et donc encore grâce au point (1) il existe une courbe de genre
1 avec q + 1 +m− 1 points rationnels.

2.2 Courbes de genre 2

Définition 2.1. Soit q = pe, q est dit spécial s’il vérifie une des situations suivantes :

• p divide m,

• il existe un entier a tel que q est de la forme a2 + 1,

• il existe un entier a tel que q est de la forme a2 + a+ 1,

• il existe un entier a tel que q est de la forme a2 + a+ 2.

Notation. {·} désigne la partie fractionnaire d’un nombre.

Théorème 2.3. Pour Nq(2) on a les valeurs suivantes :

Si e est pair, alors

pour q = 4, N4(2) = q + 1 + 2m− 3 = 10 ;

pour q = 9, N9(2) = q + 1 + 2m− 2 = 20 ;

sinon, Nq(2) = q + 1 + 2m, donc il existe une courbe Serre-Weil maximale.

Si e est impair, alors

si q n’est pas special, Nq(2) = q+1+2m, donc il existe une courbe Serre-Weil maximale ;

si q est spécial, alors
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2.2. Courbes de genre 2

— si {2√q} ≥
√
5−1
2 , alors Nq(2) = q + 1 + 2m− 1;

— si {2√q} <
√
5−1
2 , alors Nq(2) = q + 1 + 2m− 2.

On donne ici une idée de la démonstration. La preuve complète peut être trouvée
dans la thèse de Shabat ([13, Ch.5]) qui se base dans ce cas sur le travail de Serre dans
[10].
La démonstration est divisée en deux parties : le premier but est de montrer qu’il n’existe
pas de courbe avec plus de points rationnels que la valeur de Nq(2) estimée dans le
théorème ; la deuxième partie prouve l’existence d’une courbe avec un nombre de points
rationnels égale à cette valeur.

2.2.1 Bornes pour Nq(2)

Le fait que N4(2) ≤ 10 et N9(2) ≤ 20 est une conséquence de la remarque 1.2 et du
Lemme 1.1 sur les courbes hyperelliptiques ; pour e pair et pour q non spécial il suffit
d’utiliser la borne de Serre-Weil. Il nous reste donc à montrer le cas e impair et q spécial.

Remarque 2.1. Soit C/Fq une courbe de genre g et soient ωi, ω̄i pour i ∈ {1, . . . , g}
les valeurs propres du Frobenius. Soit γi = ωi + ω̄i. Alors on a (voir [10] ou [13, Ch.3.3,
p.22]) :

(i) si #C(Fq) = q + 1 + gm alors (−γ1, . . . ,−γg) = (m, . . . ,m) ;

(ii) si #C(Fq) = q + 1 + gm− 1 alors (−γ1, . . . ,−γg) est un des suivants :

— (m− 1) pour g = 1 ;

— (m− (1 +
√

5)/2,m− (1−
√

5)/2) pour g = 2 ;

Une conséquence directe de ce résultat est :

Corollaire 2.1. Soit C/Fq) une courbe de genre g avec q+1+gm−1 points rationnels.
Alors g ∈ {1, 2}.

La descente Galoisienne

La descente Galoisienne est une méthode de preuve de non existence due à Serre
([10]). En particulier elle peut être utilisée pour prouver la non existence de courbes
Serre-Weil maximales dans certains corps finis. L’outil principal de cette méthode est le
suivant :

Proposition 2.1. Soit q = pe et C/Fq une courbe de genre g. Soit π le q-Frobenius et
supposons qu’il existe un endomorphisme ϕ ∈ Z[π] tel que ϕe = π et tel que ϕ agit sur
l’espace tangent T0(Jac(C)) comme la fonction 0. Alors C est définie sur Fp et ϕ est son
p-Frobenius.

15



2.2. Courbes de genre 2

Pour la démonstration voir par exemple [13, Ch. 3.6, p.24].

L’idée d’application est la suivante : on suppose d’avoir C une courbe de genre g
définie sur Fpe Serre-Weil maximale, i.e. #C(Fq) = q+ 1 + gm. Grâce à la remarque 2.1
on connâıt les valeurs propres associées du Frobenius. En utilisant la proposition 2.1 on
montre que cette courbe est définie sur le corps fini Fp ; on conclut finalement qu’une
telle courbe ne peut exister, par exemple en montrant qu’elle devrait avoir un nombre
de points rationnels négatif sur une extension de Fp.

Proposition 2.2. Soit q spécial et différent d’un carré. Alors il n’existe pas de courbe
C/Fq de genre 2 Serre-Weil maximale.

Idée de la démonstration. Pour q = a2 + 1 et q = a2 + a+ 1 le résultat est précisément
le Théorème de Serre ([10]) attribué à A. Beauville , appliqué au cas g = 2.
Pour q = a2 + a + 2 on peut se restreindre aux cas q ∈ {2, 23, 25, 213} en utilisant la
théorie sur les équations Diophantiennes. Pour q = 2 et q = 8 on utilise encore le Lemme
1.1, pour les autres q on applique la méthode de la descente Galoisienne.
Finalement si p divise m et si C possède q+ 1 + 2m points rationnels, alors le polynôme
caractéristique du Frobenius est Pπ(X) = (X2 + mX + q)2 ; en utilisant un aspect de
la théorie de Honda-Tate et les polygones de Newton on montre qu’il n’existe pas de
variété abélienne avec un tel polynôme caractéristique.

Proposition 2.3. Soit q spécial , différent d’un carré et tel que {2√q} < (
√

5 − 1)/2.
Alors il n’existe pas de courbe C/Fq de genre 2 avec q + 1 + 2m− 1 points rationnels.

Démonstration. Par l’absurde soit C une telle courbe et soient ωi, ω̄i pour i ∈ {1, 2}
les valeurs propres du Frobenius. D’après la remarque 2.1 on a, à renumérotation près,
ω1 + ω̄1 = −m + (1 −

√
5)/2. Vu que |ωi| =

√
q on a m + (

√
5 − 1)/2 = −(ω1 + ω̄1) =

−2<(ω1) ≤ 2
√
q = m + {2√q} d’où {2√q} ≥ (

√
5 − 1)/2, ce qui contredit l’hypothèse

initiale.

2.2.2 Construction de courbes optimales

Le but maintenant est de montrer que les estimations pour Nq(2) sont optimales. Les
méthodes utilisées en [10] et [13] sont trois. Le premier moyen est d’exhiber une courbe
C de genre 2 de nombre de points rationnels cherché : on peut faire cela en un nombre
limité de cas. La deuxième méthode consiste à considérer le produit fibré de deux courbes
elliptiques, vues comme revêtements doubles de P1, lequel sous certaines hypothèses sur
les points ramifiés donne une courbe de genre 2. Finalement la dernière méthode est de
prendre une surface abélienne avec le polynôme caractéristique du Frobenius qu’il faut et
trouver une surface abélienne principalement polarisée dans la même classe d’isogénie ;
en utilisant le Théorème de Oort et Ueno ([8]) sur l’isomorphisme entre une telle surface
et la jacobienne d’une courbe algébrique on peut obtenir, sous certaines hypothèses sur
la polarisation, une courbe avec le polynôme caractéristique du Frobenius de départ.
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2.2. Courbes de genre 2

Courbes optimales explicites

Dans [13, Ch. 5.3] Shabat donne explicitement les courbes optimales suivantes :
Pour q = 4 un exemple de courbe avec 10 point rationnels est, en forme affine :

y2 + y =
x

x3 + x+ 1
.

Pour q = 8 un exemple de courbe avec 18 points rationnels est :

y2 + y =
α2x2 + αx+ α

x3 + αx+ 1
,

où α ∈ F8 est tel que α3 + α+ 1 = 0.
Pour q = 9 on a la courbe suivante en forme affine avec 20 points rationnels :

y2 = (x3 − x)2 − 1.

Coller des courbes elliptiques

L’idée est de construire une courbe de genre 2 comme le produit fibré de deux courbes
elliptiques.

Théorème 2.4. Soit q impair. Considérons les courbes C1 et C2, définies respectivement
par y2 = f1(x) et y2 = f2(x), comme deux revêtements doubles de la droite P1

x, où
f1(x), f2(x), f1(x)f2(x) ∈ Fq[X] ne sont pas représentables comme c·(h(x))2 pour c ∈ Fq
et h(x) ∈ Fq[X]. Soit C le produit fibré de C1 et C2, alors on a l’isogénie suivante

Jac(C) ∼ Jac(C1)× Jac(C2)× Jac(C3)

où C3 est la courbe définie par y2 = f1(x)f2(x) .

Une preuve de ce théorème se trouve dans [13, Ch. 5.1]. En caractéristique 2 on a
un résultat similaire en considérant les courbes C1, C2 et C3 définies respectivement par
y2 + y = f1(x), y2 + y = f2(x) et y2 + y = f1(x) + f2(x) où f1(x), f2(x), f1(x) + f2(x) ∈
Fq[X] ne sont pas représentables comme c(h(x))2 +h(x)+c pour c ∈ Fq et h(x) ∈ Fq[X].

En partant de ce théorème l’idée est la suivante : on considère les courbes C1 et
C2 comme courbes de genre 1 définies sur Fq avec q impair, donc les revêtements ont
2g + 2 = 4 points ramifiés. On suppose que ces deux ensembles de quatre points ont
trois points en commun et on remarque que C3 n’est pas ramifiée en ces points, donc C3

est une courbe de genre 0. Alors l’isogénie donnée par le Théorème 2.4 nous dit que C
est une courbe de genre 2. Considérons alors E1 et E2 deux courbes elliptiques définies
sur Fq. En les factorisant par l’involution naturelle on peut voir les deux courbes comme
des revêtements doubles de P1, ramifiés en les quatre points de 2-torsion 1. Si trois de
ces quatre points ramifiés sont en commun, c’est-à-dire si #(E1[2] ∩ E2[2]) = 3, alors

1. Étant p impair, p ne divise pas 2 donc E[2] ' (Z/nZ)2, d’où #E[2] = 4.
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2.2. Courbes de genre 2

on peut coller les deux courbes elliptiques pour obtenir une courbe de genre 2 qui ait
une jacobienne isogène au produit de E1 par E2 et donc la trace du Frobenius égale
à la somme des deux traces sur les courbes elliptiques. Une condition nécessaire pour
que cela soit possible est que E1[2] et E2[2] soient Gal(Fq/Fq)-isomorphes. De plus, dans
[13] Shabat montre que sous cette condition on peut coller les deux courbes elliptiques
à l’exception des cas suivants :

(i) tout point de E1[2] et E2[2] est rationnel, p = 3 et j(E1) = j(E2) = 0,

(ii) deux points de E1[2] et E2[2] sont conjugués, deux points sont rationnels et j(E1) =
j(E2) = 1728,

(iii) trois points de E1[2] et E2[2] sont conjugués et j(E1) = j(E2) = 0.

Dans le cas où q est pair on a un résultat similaire qui nous permet de coller deux courbes
elliptiques en caractéristique 2 pour obtenir une courbe de genre 2 (voir [13]) :

— Soient E1 : y2 + y = ax3 + b1x
2 + c1x + d1 et E2 : y2 + y = ax3 + b2x

2 + c2x + d2
deux courbes elliptiques revêtements de la droites P1

x. Si b1 + b2 + c21 + c22 6= 0 alors
le produit fibré des deux courbes est une courbe de genre 2 dont la jacobienne est
isomorphe à E1 × E2.

— Soient E1 : y2 + y = ax + b1/x + c1 et E2 : y2 + y = ax + b2/x + c2 deux courbes
elliptiques revêtements de la droites P1

x. Si b1 + b2 6= 0 alors le produit fibré des
deux courbes est une courbe de genre 2 dont la jacobienne est isomorphe à E1×E2.
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Chapitre 3

Courbes de genre 3

Dans ce chapitre, toutes nos courbes seront considérées comme étant planes.
Pour la première partie de ce chapitre on a suivi le travail de Auer et Top dans [2].

Soit q = pe, p un premier différent de 2. On va considérer la quartique Cλ définie par

Cλ : x4 + y4 + z4 = (λ+ 1)(x2y2 + x2z2 + y2z2).

Dans [2] Auer et Top énoncent le résultat suivant que nous vérifions ci-après :

Proposition 3.1. Pour λ ∈ Fq \ {−3, 0, 1} Cλ est une courbe lisse de genre 3.

Démonstration. Pour λ = 1 et λ = −3 la quartique peut être écrite respectivement
comme Cλ : (x− y− z)(x+ y− z)(x− y+ z)(x+ y+ z) = 0 et Cλ : (x2 + y2 + z2)2 = 0,
donc elle n’est pas irréductible. Dans les autres cas il suffit de résoudre le système suivant :

4x3 − 2λxy2 − 2λxz2 − 2y2x− 2xz2 = 0

4y3 − 2λx2y − 2λyz2 − 2x2y − 2yz2 = 0

4z3 − 2λy2z − 2λzx2 − 2y2z − 2zx2 = 0

x4 + y4 + z4 − (λ+ 1)(x2y2 + x2z2 + y2z2) = 0

Pour λ = 0 le point (1 : 1 : 1) est une solution du système et donc la courbe n’est
pas lisse. Pour tout autre λ, Cλ est une courbe lisse ; on peut alors calculer son genre
g = (4− 2)(4− 1)/2 = 3.

Notre but initial est de donner une relation entre le nombre de points rationnels de
cette famille de courbes et le nombre de points rationnels d’une famille particulière de
courbes elliptiques ; cela a été fait dans [2]. Cette relation nous permettra d’obtenir des
bornes intéressantes pour Nq(3) et de construire des courbes optimales.

Notation. Soit λ 6= 0, 1. On note Eλ la courbe elliptique définie par

y2 = x(x− 1)(x− λ). (3.1)
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3.1. Courbes elliptiques de Legendre

Si de plus λ 6= −3 on notera E
(λ+3)
λ la courbe elliptique définie par

E
(λ+3)
λ : (λ+ 3)y2 = x(x− 1)(x− λ)

En général E
(α)
λ désigne la courbe elliptique αy2 = x(x− 1)(x− λ).

Théorème 3.1. Soient q = pe impair et λ ∈ Fq \ {−3, 0, 1}. Alors la jacobienne de la

courbe Cλ est isogène sur Fq au produit E
(λ+3)
λ × E(λ+3)

λ × E(λ+3)
λ .

Démonstration. Considérons l’involution (x, y, z) 7→ (−x, y, z). Le quotient de Cλ par
cette involution donne une courbe de genre 1 qui admet une involution sans points
fixes ; si on fait le quotient par cette involution on obtient la courbe elliptique y2 =
x3 + 2(λ+ 1)(λ+ 3)x2 + (λ− 1)(λ+ 3)x. Cette courbe elliptique est isogène à la courbe

E
(λ+3)
λ via la 2-isogénie avec noyau engendré par (0, 0) (voir [15, Ch. III, §4] pour la

construction d’une telle isogènie). Soit ϕ : Cλ → E
(λ+3)
λ la composition de ces 3 fonctions.

Alors :

ρ = (ϕ,ϕσ, ϕσ2) : Cλ → E
(λ+3)
λ × E(λ+3)

λ × E(λ+3)
λ

où σ : (x, y, z)→ (y, z, x) est un automorphisme de Cλ.
Puisque ρ est un isomorphisme entre l’espace des 1-formes régulières, ρ est aussi une

isogénie entre Jac(Cλ) et le cube de E
(λ+3)
λ .

Corollaire 3.1. Soient q = pe impair et λ ∈ Fq \ {−3, 0, 1}. Alors

#Cλ(Fq) = 3#E
(λ+3)
λ − 2q − 2.

Démonstration. Pour toute courbe C/Fq on a #C(Fq) = q + 1 − t où t est la trace
du polynôme caractéristique du Frobenius agissant sur le module de Tate de Jac(Cλ) 1.
D’après le Théorème 3.1 ce module est isomorphe à la somme directe de trois copies du

module de Tate de E
(λ+3)
λ , donc on peut écrire t = 3t′. Or, t′ = q + 1 − #E

(λ+3)
λ (Fq),

d’où

#Cλ(Fq) = q + 1− 3t′ = q + 1− 3q − 3 + 3#E
(λ+3)
λ (Fq) = 3#E

(λ+3)
λ (Fq)− 2q − 2.

3.1 Courbes elliptiques de Legendre

Définition 3.1. Soit q impair et E/Fq une courbe elliptique. Alors E est une courbe
elliptique de Legendre s’il existe λ ∈ Fq \ {0, 1} telle que E est isomorphe à Eλ : y2 =
x(x− 1)(x− λ).

1. Soient A une variété abélienne et ` un nombre premier. On rappelle que le Tate Module `-adique
de A est T`A = lim←−

n
`nA.
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3.1. Courbes elliptiques de Legendre

3.1.1 Caractérisation des courbes de Legendre

Proposition 3.2. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) E est une courbe elliptique de Legendre ;

(ii) E peut être écrite dans la forme y2 = (x− a)(x− b)(x− c) avec a, b, c tels que au
moins un des éléments suivants ±(a− b),±(b− c),±(c− a) soit un carré dans F∗q ;

(iii) tout point de 2-torsion de E est rationnel et il existe un point P ∈ E(Fq)[4] tel que
−P ne soit pas dans l’orbite de P sous l’action de Gal(Fq/Fq).

Démonstration. Voir [2].

Dans ce qui suit on notera 1 la fonction identité. On rappelle que avec n on désigne
la fonction multiplication par n sur E :

n : E → E

P 7→ nP = P + · · ·+ P︸ ︷︷ ︸
n−fois

.

Définition 3.2. Soit E une courbe elliptique et End(E) l’ensemble des endomorphismes
de E. On définit nEnd(E) := {n ◦ ϕ |ϕ ∈ End(E)}.

Pour la suite on va démontrer les trois lemmes suivants :

Lemme 3.1. π+1 ∈ 2End(E) si et seulement tout point de 2-torsion de E est rationnel,
c’est-à-dire ∀P ∈ E(Fq) si 2P = 0 alors P ∈ E(Fq).

Démonstration. Si π + 1 ∈ 2End(E) alors π + 1 = 2 ◦ ϕ avec ϕ ∈ End(E). Soit P ∈ E
un point d’ordre divisant 2 alors (π + 1)(P ) = 2 ◦ ϕ(P ) = ϕ(2P ) = ϕ(0) = 0 où on
a pu invertir l’ordre de la composition grâce au fait que (End(E),+, ◦) est un anneau
commutatif. Or (π + 1)(P ) = π(P ) + P = 0 d’où π(P ) = −P = P . Donc le Frobenius
fixe tous les points de 2-torsion de la courbe E, d’où si P est un point de 2-torsion alors
P ∈ E(Fq).

Réciproquement, si pour tout P ∈ E de 2-torsion on a π(P ) = P alors (π + 1)(P ) =
2P = 0. Or, π+ 1 s’annule sur le noyau de la fonction 2 donc elle se factorise par 2, d’où
il existe ϕ ∈ End(E) telle que π + 1 = 2 ◦ ϕ d’où π + 1 ∈ 2End(E).

Lemme 3.2. π + 1 /∈ 4End(E) si et seulement si il existe au moins un point P ∈ E de
4-torsion tel que π(P ) 6= −P .

Démonstration. Soit π + 1 6∈ 4End(E) et supposons par l’absurde que π(P ) = −P pour
tout P ∈ E[4]. On a alors (π + 1)(P ) = π(P ) + P = 0 pour tout P d’ordre divisant
4, donc π + 1 s’annule sur le noyau de la fonction 4 ce qui entrâıne qu’elle se factorise
par 4, c’est-à-dire qu’il existe ϕ ∈ End(E) telle que π + 1 = 4 ◦ ϕ d’où par définition
π + 1 ∈ 4End(E), contradiction.

Réciproquement, soit P ∈ E un point de 4-torsion tel que π(P ) 6= −P et supposons
par l’absurde π + 1 ∈ 4End(E). Alors (π + 1)(P ) = 4 ◦ ϕ(P ) = ϕ(4P ) = ϕ(0) = 0 d’où
π(P ) = −P , contradiction.
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3.1. Courbes elliptiques de Legendre

Lemme 3.3. Soit q un puissance d’un premier p impair, E/Fq une courbe elliptique et n
un entier tel que p ne divise pas n. Alors il existe un homéomorphisme entre le groupe de
Galois Gal(Fq/Fq) et le groupe GL2(Z/nZ) des matrices inversibles 2× 2 à coefficients
dans Z/nZ.

Démonstration. D’après la proposition 1.1 on a que E[n] ∼= (Z/nZ) × (Z/nZ) car p ne
divise pas n par hypothèse. Soit alors {β1, β2} une base de E[n] et soit σ ∈ Gal(Fq/Fq).
Vu que σ(βi) ∈ E[n] pour i ∈ {1, 2}, on a :

σ(β1) = aβ1 + bβ2, σ(β2) = cβ1 + dβ2

où a, b, c, d ∈ Z/nZ.
Alors on obtient l’homéomorphisme :

ϕn : Gal(Fq/Fq) −→ GL2(Z/nZ)

σ 7−→
(
a b
c d

)
.

Proposition 3.3. Soit q impair et E/Fq une courbe elliptique. Alors E est une courbe
elliptique de Legendre sur Fq si et seulement si π + 1 ∈ 2End(E) et π + 1 6∈ 4End(E).

Démonstration. Pour prouver le résultat on montre l’équivalence entre π+1 ∈ 2End(E),
π + 1 6∈ 4End(E) et le point (iii) de la proposition 3.4.
Soit π+1 ∈ 2End(E), par le Lemme 3.1 tous les points de 2-torsion de E sont rationnels
sur Fq, donc le Frobenius π agit sur E(Fq)[2] comme la matrice identité du groupe
GL2(Z/2Z) et le groupe de Galois, étant engendré par le Frobenius, agit sur E(Fq)[2]
comme le groupe cyclique engendré par la matrice identité. On remarque que E(Fq)[2] ⊂
E(Fq)[4] et donc Gal(Fq/Fq) agit sur E(Fq)[4] via un sous groupe cyclique du noyau

de la fonction GL2(Z/4Z)
mod 2−−−−→ GL2(Z/2Z). Soit A une matrice dans le noyau de

cette fonction, alors elle est de la forme A =

(
a b
c d

)
où a, b, c, d ∈ Z/4Z sont tels que

a, d ≡ 1 mod 2 et b, c ≡ 0 mod 2. En particulier alors le produit matriciel A×A est égale
à la matrice identité du groupe GL2(Z/4Z). Si π + 1 6∈ 4End(E) par le Lemme 3.2 il
existe au moins un point P d’ordre 4 tel que π(P ) 6= −P , donc le Frobenius ne peut pas
agir comme la matrice identité du groupe GL2(Z/4Z) et il agit donc comme une matrice
de la forme de A. Du coup tout sous groupe cyclique du noyau considéré est d’ordre au
plus 2. Alors si σ ∈ Gal(Fq/Fq) et σ 6= π, on a que σ agit comme la matrice identité du
groupe GL2(Z/4Z), d’où σ(P ) 6= −P pour tout σ ∈ Gal(Fq/Fq).

Réciproquement, s’il existe P ∈ E(Fq)[4] tel que π(P ) 6= −P alors par le Lemme 3.2
on a π + 1 6∈ 4End(E). De plus, le fait que tout point de 2-torsion de E soit rationnel
équivaux, par le Lemme 3.1, à π + 1 ∈ 2End(E).

Proposition 3.4. Soit q impair. Une courbe elliptique E/Fq telle que #E(Fq) ∈ 4Z est
isogène à une courbe elliptique de Legendre sur Fq à moins qu’il existe k ∈ 1+4Z tel que
q = k2 et #E(Fq) = q + 1 + 2k.
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3.2. Courbes en caractéristique 3

Démonstration. Supposons π = k ∈ Z. On a alors deg(π) = q = deg(k) = k2 et
#E(Fq) = deg(1 − π) = deg(1 − k) = (1 − k)2. Si E′ est une courbe elliptique iso-
gène à E alors #E′(Fq) = (1 − k)2 et k ∈ End(E′) est le Frobenius. Par la proposition
3.3 E′ est une courbe de Legendre si k+1 est pair, ce qui est le cas car q = k2 est impair,
et k + 1 n’est pas divisible par 4, donc si k + 1 6≡ 0 mod 4, c’est-à-dire si k 6∈ 1 + 4Z.

Supposons maintenant π 6∈ Z. Alors π est de la forme a + ib
√
d où a, b, d ∈ Z et

d > 0 et Z[π] ⊂ End(E) est un ordre de l’anneau des entiers d’un corps quadratique
imaginaire K = Q(i

√
d). Soit Pπ(X) = X2−Tr(π)X+ q = (X−π)(X−π) le polynôme

caractéristique du Frobenius ; on a #E(Fq) = q+ 1− Tr(π) = Pπ(1) = (1− π)(1− π) =
(1−π)(1− π). Par hypothèse #E(Fq) ∈ 4Z d’où (1+π)/2 est un entier. Or, considérons
A := Z[(1 + π)/2] ; par construction π ∈ A et π + 1 = 2 · (π + 1)/2 ∈ 2A, par contre
π + 1 6∈ 4A. Grâce à un résultat de Waterhouse ([22, Ch. 4.3]) on sait qu’il existe une
courbe E′/Fq telle que End(E′) ∼= A et telle que π ∈ A est le Frobenius de E′ par cet
isomorphisme. Alors #E′(Fq) = #E(Fq) d’où E′ et E sont isogènes. De plus, par la
proposition 3.3, E′ est une courbe elliptique de Legendre sur Fq.

3.2 Courbes en caractéristique 3

Cette section est dédiée à la démonstration d’un résultat général pour le nombre
de points rationnels des courbes lisses de genre 3 en caractéristique 3 ; ce résultat a été
montré par Auer et Top dans [2] et on l’a légèrement amélioré dans le cas où n est impair.
Le théorème donne une borne pour 3n + 1 + 3b2

√
3nc − N3n(3) qui ne dépend pas de

q = 3n mais seulement de n ; il est donc un cas particulier de la conjecture plus générale
de Serre selon laquelle pour tout q il existe une borne pour q + 1 + 3b2√qc −Nq(3) qui
ne dépend pas de q.

Remarque 3.1. En caractéristique 3 la courbe E
(λ+3)
λ définie précédemment devient

E
(λ)
λ . On remarque comme dans [2] que cette courbe est isomorphe à la courbe elliptique

de Legendre Eµ avec µ = 1/λ. En particulier on peut considérer l’isomorphisme suivant :

(x, y, λ) 7→ (x/µ, y/µ, 1/µ);

Théorème 3.2. Soit 3n + 1 + b2
√

3nc = N + r où N ∈ 4Z et 0 ≤ r ≤ 3. Pour tout
n ≥ 1 on a les inégalités suivantes :

3n + 1 + 3b2
√

3nc −N3n(3) ≤


0 si n ≡ 2 mod 4

12 si n ≡ 0 mod 4

21 si n ≡ 1 mod 2 et N ≡ 1 mod 3

9 si n ≡ 1 mod 2 et N 6≡ 1 mod 3

L’idée de la preuve est la suivante : en utilisant le Théorème de Deuring on montre
l’existence d’une courbe elliptique avec le nombre plus grand possible de points rationnels
qui soit aussi un multiple de 4 ; on utilise la proposition 3.4 pour montrer qu’une telle

23



3.2. Courbes en caractéristique 3

courbe elliptique est isogène à une courbe de Legendre Eµ ∼= E
(λ)
λ et finalement on

applique le Corollaire 3.1 pour obtenir l’existence d’une courbe lisse de genre 3 définie
sur F3n dans la famille Cλ avec 3#Eµ(F3n)− 2q − 2 points rationnels.
Ici on détaille la preuve de la proposition donnée dans [2] ; en considérant aussi le cas
N 6≡ 1 mod 3 on a obtenu personnellement une borne plus fine quand n est impair.

Démonstration. Soit q = 3n, comme d’habitude on pose m = b2
√

3nc.
Soit n pair. Alors m = 2 · 3n/2. Par le point (2) du Théorème 2.1 il existe une courbe

elliptique E/Fq avec q+ 1 +m points rationnels. Or, si n est pair alors 3n + 1 = 32h + 1
pour un certain entier h et 32h ≡ (−1)2h = 1 mod 4, d’où 3n + 1 ≡ 2 mod 4 et donc
3n + 1 + 2 · 3n/2 ∈ 4Z. Par la proposition 3.4 alors il existe une courbe elliptique de
Legendre avec ce nombre de points rationnels seulement si k = m/2 6∈ 1 + 4Z si et
seulement si m/2 ≡ 3 mod 4, c’est-à-dire 3n/2 ≡ 3 mod 4, d’où n ≡ 2 mod 4 (parce que
si n ≡ 0 mod 4 alors 3n/2 ≡ 1 mod 4). Donc sous la condition n ≡ 2 mod 4 il existe une
courbe elliptique de Legendre avec q + 1 +m points rationnels et donc par le Corollaire
3.1 on obtient une courbe Cλ de genre 3 avec q + 1 + 3m points rationnels, c’est-à-dire
une courbe Serre-Weil maximale.
Supposons à present que n est pair et n ≡ 0 mod 4 alors on peut écrire n = 4h pour
un certain h ; du coup 3n = 34h = 92h = (9h)2 donc il existe k = 9h ∈ 1 + 4Z tel
que q = k2 et m = 2k. Par la proposition 3.4 cela entrâıne que pour tout λ il n’existe

pas E
(λ)
λ avec q + 1 + m points rationnels. On considère alors l’entier q + 1 + m − 4 :

par la propositions 3.4 il existe une courbe elliptique de Legendre avec ce nombre de
points rationnels et donc par le Corollaire 3.1 il existe une courbe Cλ de genre 3 telle
que #Cλ(Fq) = 3(q + 1 +m− 4)− 2q − 2 = q + 1 + 3m− 12, d’où

q + 1 + 3m−Nq(3) ≤ q + 1 + 3m− q − 1− 3m+ 12 = 12.

Soit n impair. Si N ≡ 1 mod 3 alors on remplace N par N ′ = N − 4 pour que si
l’on pose m′ = N ′ − q − 1 on a (m′, 3) = 1 et donc par le point (1) du Théorème 2.1
il existe une courbe elliptique E/Fq telle que #E(Fq) = N ′. Vu que n est impair, par

la proposition 3.4 il existe λ ∈ Fq telle que la courbe elliptique de Legendre E
(λ)
λ ait

N ′ points rationnels. Alors par le Corollaire 3.1 il existe Cλ courbe de genre 3 telle que
#Cλ(Fq) = 3N ′ − 2q − 2, d’où

q+ 1 + 3m−Nq(3) ≤ q+ 1 + 3m−3N ′+ 2q+ 2 = 3q+ 3 + 3m−3N + 12 = 3r+ 12 ≤ 21.

Enfin, considérons le cas n impair et N 6≡ 1 mod 3. Soit m′ = N − q − 1 on a alors
(m′, 3) = 1 d’où par le point (1) du Théorème 2.1 il existe une courbe elliptique avec
N points rationnels. En utilisant encore le proposition 3.4 il existe une courbe elliptique

de Legendre E
(λ)
λ avec ce nombre de points rationnels, car n est impair. Donc par le

Corollaire 3.1 il existe une courbe de genre 3, Cλ, telle que #Cλ(Fq) = 3N −2q−2, d’où

q + 1 + 3m−Nq(3) ≤ q + 1 + 3m− 3N + 2q + 2 = 3q + 3 + 3m− 3N = 3r ≤ 9.
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3.3 Courbes en caractéristique supérieure à 3

Pour cette partie on suit encore le travail de Auer et Top ; la proposition 3.5 se trouve
dans [2].

Proposition 3.5. Soit p ≡ 3 mod 4, n ≥ 1 impair et q = p2n. Alors Nq(3) = q+1+6pn,
donc il existe une courbe Serre-Weil maximale dans ce cas.

Pour prouver la proposition, on va démontrer le résultat générale suivant :

Lemme 3.4. Soit q = p2n, n ≥ 1 impair et E une courbe elliptique. Si #E(Fp) = p+ 1
alors #E(Fq) = p2n + 1 + 2pn.

Démonstration. Étant donnée E une courbe de genre 1 on a #E(Fq) = p2n + 1− (ω2n +
ω2n). Si #E(Fp) = p+ 1 alors ω + ω = 0. En utilisant cette égalité on montre que pour
tout n impair ω2n+ω2n = −2pn, d’où le résultat. En particulier on montre par induction
que (ω + ω)2n = ω2n + ω2n + 2pn d’où, en utilisant le fait que (ω + ω)2n = 0, on obtient
exactement ce qu’on veut.
On rappelle que ω et ω sont de module

√
p et donc ωω = |ω|2 = p.

Pour la base de l’induction n = 1 on a (ω + ω)2 = ω2 + ω2 + 2ωω = ω2 + ω2 + 2p.
On remarque pour la suite que 0 = (ω + ω)4 = ω4 + 4ω3ω + 6ω2ω2 + 4ωω3 + ω4 =
ω4 + 4ωω(ω2 + ω2) + 6ω2ω2 + ω4 = ω4 + ω4 − 2p2.
Supposons notre hypothèse vraie pour tout n impair jusqu’à n = 2k − 1, alors

(ω + ω)2(2k+1) = (ω + ω)4k−2(ω + ω)4.

En appliquant l’hypothèse de recurrence et le remarque fait pour (ω + ω)4 on obtient

(ω4k−2 + ω4k−2 + 2p2k−1)(ω4 + ω4 − 2p2) =

= ω4k+2+ω4k+2−4p2k+1+2p2k−1(ω4+ω4)−2p2(ω4k−2+ω4k−2)+ω4ω4(ω4k−6+ω4k−6).

Finalement, en utilisant encore l’hypothèse inductive pour n = 2k − 3 et le fait que
ω4 + ω4 = 2p2 on obtient :

(ω + ω)2(2k+1) = ω4k+2 + ω4k+2 + 4p2k+1 + p4(−2p2k−3) = ω4k+2 + ω4k+2 + 2p2k+1.

Remarque 3.2. Pour n ≥ 2 pair on peut montrer de la même manière que si #E(Fp) =
p+ 1 alors #E(Fq) = p2n + 1− 2pn.

Enfin on a tous les ingrédients pour démontrer la proposition 3.5.

Démonstration. Soit λ = −1 ∈ Fp. Par hypothèse p ≡ 3 mod 4 donc par le Théorème 2.1
la courbe elliptique E/Fp est super-singulière ; alors en utilisant le corollaire 1.1 si p > 3
on a #Eλ(Fp) = p+ 1. Si p = 3 on a d’un côté que le nombre de points rationnels de Eλ
est un multiple de 4, car elle est une courbe de Legendre, et de l’autre que #Eλ(Fp) ≤ 7
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par la borne de Serre-Weil, d’où forcément #Eλ(Fp) = 4 = p+ 1. Donc pour tout p tel
que p ≡ 3 mod 4 on a #Eλ(Fp) = p+1, d’où on peut conclure grâce au lemme précédent
que pour tout n impair #Eλ(Fq) = q+1+2pn. Vu que λ+3 6= 0 et que tout élément dans

Fp est un carré dans Fq, par la proposition 3.2 on a sur Fq l’isomorphisme Eλ ∼= E
(λ+3)
λ .

Alors par le Corollaire 3.1 la courbe Cλ de genre 3 est une courbe Serre-Weil maximale,
car #Cλ(Fq) = 3q + 3 + 6pn − 2q − 2 = q + 1 + 6pn = q + 1 + 3m.

3.3.1 Construction de courbes maximales sur Fp

On finit cette section en donnant une méthode pour trouver λ ∈ Fq tel que #E
(λ+3)
λ (Fq)

soit égale à un certain entier N ≡ 0 mod 4 dans le cas q = p premier impair.
Cette méthode est décrite dans [2] ainsi qu’une méthode pour le cas q = p2 ; dans beau-
coup de cas si la borne supérieure de Serre-Weil est divisible par 4, cette méthode permet
de trouver λ tel que la courbe Cλ soit maximale.

Soit donc q = p, on écrit N = p+1−t. D’après le Théorème de Hasse l’on a |t| < 2
√
p,

donc on peut trouver t en connaissant t mod 4p. L’hypothèse N ≡ 0 mod 4 nous permet
de connâıtre déjà t mod 4, donc il suffit de trouver λ tel que /

#E
(λ+3)
λ (Fp) ≡ p+ 1− t mod p.

Soit χ : F∗p → ±1 le caractère non trivial d’ordre 2, i.e. χ(t) = 1 si et seulement si t est
un carré dans F∗p ; on cherche alors λ 6= −3 tel que /

#E
(λ+3)
λ (Fp) ≡ 1− χ(λ+ 3)t mod p.

Soit Hp(λ) le polynôme de Hasse définit par :

Hp(λ) :=

(p−1)/2∑
i=0

(
(p− 1)/2

i

)2

λi.

Vu que #Eλ(Fp) ≡ 1−(−1)(p−1)/2Hp(λ) (cf. par exemple [14, Ch. V, §4]) on doit résoudre
Hp(λ) = ±t pour λ ∈ Fp et puis vérifier si χ(λ+ 3) prend la valeur que l’on veut.
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3.4 Courbes sur corps finis de petit cardinal

Cette section est dédiée à une proposition présentée par Top dans [17] qui donne la
valeur Nq(3) pour des petites valeurs de q. Le travail de Top s’arrête à q = 97 et l’on a
cherché à aller plus loin. En particulier les valeurs N103(3) et N107(3), trouvées grâce aux
méthodes développées jusqu’à ici, n’apparaissent pas dans Table of Curves with Many
Points ([20]).

Proposition 3.6. Soit q ≤ 125. On a les valeurs suivantes pour Nq(3) :

q 2 3 4 5 7 8 9
Nq(3) 7 10 14 16 20 24 28

q 11 13 16 17 19 23 25
Nq(3) 28 32 38 40 44 48 56

q 27 29 31 32 37 41 43
Nq(3) 56 60 62 64 72 78 80

q 47 49 53 59 61 64 67
Nq(3) 87 92 96 102 107 113 116

q 71 73 79 81 83 89 97
Nq(3) 120 122 131 136 136 144 155

q 101 103 107 109 113 121 125
Nq(3) ≤ 160 164 168 ≤ 170 ≤ 174 188 192

3.4.1 Courbes Frobenius non-classiques

Définition 3.3. Soit C/Fq la courbe d’équation F = 0 et P ∈ C un point de cette courbe.
Si on écrit Fx, Fy et Fz pour les dérivées partielles de F , alors la droite tangente à C
dans P est TP : xFx(P ) + yFy(P ) + zFz(P ) = 0.

Définition 3.4. Soit C/Fq une courbe. Si pour chaque point non singulier P ∈ C on a
π(P ) ∈ TP (C) alors C est dite Frobenius non-classique ; sinon elle est dite Frobenius
classique.

On rappelle que nos courbes sont considérées comme étant lisses et planes, donc on
s’intéresse à la théorie des courbes Frobenius non-classiques dans ce cas particulier.
Soit C/Fq une courbe de genre g et degré d. Si C est Frobenius classique, alors le
Théorème de Stöhr-Voloch ([16]) nous dit que :

#C(Fq) ≤
d(q + d− 1)

2
.

D’autre part, on a le résultat suivant sur le nombre de points rationnels d’une courbe
Frobenius non-classique :

Théorème 3.3. (Hefez-Voloch, 1990, [6]) Soit C/Fq une courbe de genre g et degré
d. Si C est Frobenius non-classique alors

#C(Fq) = d(q − d+ 2).
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On remarque alors que si d ≤ (q + 5)/3, on a :

d(q − d+ 2) >
d(q + d− 1)

2
.

Cela nous dit qu’une courbe lisse de degré d Frobenius non-classique a en général
plus de points rationnels qu’une courbe Frobenius classique du même degré.

En utilisant la théorie sur les courbes Frobenius non-classiques on obtient la suivante

Proposition 3.7. Soit C/Fq une courbe de genre 3 telle que #C(Fq) > 2q + 6. Alors
q ∈ {8, 9}. De plus, on a

Nq(3) =

{
24, si q = 8

28, si q = 9
.

Démonstration. Étant donnée C de genre 3 elle est hyperelliptique ou isomorphe à une
quartique (cf. remarque 1.2). Si C est hyperelliptique alors #C(Fq) ≤ 2q + 2 < 2q + 6,
donc C est forcement une quartique (d = 4). De plus, C est Frobenius non-classique : par
l’absurde, soit C Frobenius classique, d’après le Théorème de Stöhr-Voloch #C(Fq) ≤
4(q + 4 − 1)/2 = 2q + 6 ce qui contredit notre hypothèse. Donc C est Frobenius non-
classique et par le Théorème 3.3 on a #C(Fq) = 4(q − 4 + 2) = 4q − 8. On veut alors
4q− 8 > 2q+ 6 d’où q > 7. Par la borne de Serre-Weil on veut aussi 4q− 8 ≤ q+ 1 + 3m
d’où q ≤ 3 + m. Les deux inégalités ensemble nous disent que forcément q ∈ {8, 9} ; en
utilisant la formule #C(Fq) = 4(q−4+2) on obtient #C(F8) = 24 et #C(F9) = 28, d’où
les valeurs pour N8(3) et N9(3), ces courbes étant des courbes Serre-Weil maximales.

Remarque 3.3. Le fait que N9(3) = 28 peut être obtenu aussi en utilisant le Théorème
3.2 pour les courbes lisses de genre 3 en caractéristique 3 car 9 = 32 et 2 ≡ 2 mod 4.

3.4.2 Bornes pour Nq(3)

On peut résumer les bornes connues pour Nq(3) :

Proposition 3.8. Soit C/Fq une courbe lisse de genre 3. Alors :

1. #C(Fq) ≤ q2 + q + 1 ;

2. #C(Fq) ≤ 2q + 6 si q 6= 8, 9 ;

3. #C(Fq) ≤ q + 1 + 3m ;

4. #C(Fq) ≤ q + 1 + 3m− 2 si q = a2 + 1 pour quelque a ∈ Z ;

5. #C(Fq) ≤ q + 1 + 3m− 2 si q = a2 + 2 pour quelque a ∈ Z, a ≥ 2 ;

6. #C(Fq) ≤ q + 1 + 3m− 3 si q = a2 + a+ 1 pour quelque a ∈ Z ;

7. #C(Fq) ≤ q + 1 + 3m− 3 si q = a2 + a+ 3 pour quelque a ∈ Z, a ≥ 3 ;

8. #C(Fq) ≤ q + 3m− 1 si 4q −m2 ∈ {3, 4, 8, 11}.
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Démonstration. La première borne est bien connue et vient de l’équation (1.6) en consi-
dérant les cas des courbes planes ; (2) découle par la proposition 3.7 et (3) est la borne
de Serre-Weil. Une preuve de (4), (5), (6) et (7) se trouve dans [7]. Finalement le fait que
si 4q −m2 ∈ {3, 4, 8, 11} alors il n’existe pas de courbe de genre 3 Serre-Weil maximale
est montré dans [7] et le fait qu’il n’existe pas de courbe de genre 3 avec q + 3m points
rationnels est précisément le Corollaire 2.1 : on obtient donc (8).

Tous ces résultats nous permettent d’établir la borne pour Nq(3) pour tous les valeurs
de q dans le tableau de la proposition 3.6. En particulier on utilise :

(1) pour q ∈ {2} ;

(2) pour q ∈ {4, 5, 7, 11, 13, 16, 17, 19, 25} ;

(3) pour q ∈ {8, 9, 19, 25, 29, 41, 47, 49, 53, 61, 64, 67, 71, 79, 81, 89, 97, 103, 107, 109, 121, 125} ;

(4) pour q ∈ {2, 5, 17, 37, 101} ;

(5) pour q ∈ {11, 27, 83} ;

(6) pour q ∈ {3, 7, 13, 31, 43, 73} ;

(7) pour q ∈ {23, 59, 113} ;

(8) pour q ∈ {2, 5, 11, 17, 27, 37, 83, 101}.
Pour q = 32 la proposition 3.8(3) nous donne N32(3) ≤ 66 = q + 1 + 3m mais la

valeur maximale donnée par Top dans ce cas est 64. Pour montrer cette borne Top utilise
dans [17] la proposition 3.8(8) qui par contre ne peut pas être utilisée dans ce cas, car
4 · q − m2 = 4 · 32 − 112 = 7 6∈ {3, 4, 8, 11}. Pour montrer qu’une courbe de genre 3
Serre-Weil maximale n’existe pas si q = 32 on va utiliser la méthode de la descente
Galoisienne, présentée dans le cas des courbes de genre 2 :
Supposons par absurde qu’il existe C/F32 une courbe de genre 3 Serre-Weil maximale.
Par le Théorème 2.1 les valeurs propres du Frobenius sont {ω, ω, ω, ω, ω, ω}. En résolvant
le système {

−(ω + ω) = m = 11

ωω = q = 32

l’on trouve

ω =
−11−

√
−7

2
.

Or, on veut appliquer la proposition 2.1. On remarque que ω = α5 avec α = (−1+
√
−7)/2

et que ω + α = −6 (et également pour la somme des conjugués). En prenant alors
ϕ = −π − 6 on a ϕ5 = π : en effet si on considère le polynôme caractéristique du Fro-
benius on obtient X2 + 11X + 32 = 0 d’où π2 = −11π − 32 car le Frobenius annule
son polynôme caractéristique. On peut calculer alors ϕ2 = π2 + 12π + 36 = π + 4 et
ϕ4 = π2+16+8π = −3π−16 ; finalement ϕ5 = (−3π−16)(−π−6) = 3π2+34π+96 = π.
On remarque comme Shabat dans [13] que π (étant purement inséparable) et la mul-
tiplication par 6 agissent comme 0 sur T0(Jac(C)), donc l’on a que ϕ agit de la même
manière. Alors d’après la proposition 2.1 la courbe C est définie sur F2 et ϕ est son
Frobenius, qui a {α, α, α, α, α, α} comme valeurs propres. Or, si on considère la courbe
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C sur F8, elle a 8 + 1− 3(α3 +α3) = −6 points rationnels, ce qui est impossible, contra-
diction.
Finalement, vu que par le Corollaire 2.1 il n’existe pas de courbe de genre 3 avec q+ 3m
points rationnels, on obtient N32(3) ≤ q + 3m− 1 = 64.

3.4.3 Existence de courbes optimales

Il nous reste à montrer l’existence de courbes optimales pour les bornes donnés.
Pour q = 8, 9 on a déjà montré le résultat ; d’ailleurs pour q ≤ 25 cela a été fait par Serre
([10]).

Pour q ∈ {29, 53, 67, 71, 89, 103, 107, 125} on peut utiliser le travail qui on a fait au
début du chapitre. Soit par exemple q = 103, donc m = 20. Vu que (103, 20) = 1
d’après le Théorème de Deuring il existe une courbe elliptique E avec q + 1 +m = 124
points rationnels ; or, 124 ≡ 0 mod 4 donc avec la méthode décrite précédemment on

peut trouver λ tel que #E
(λ+3)
λ (F103) = 124 (un tel λ peut être trouvé dans la majorité

des cas, cf. le tableau dans [2, § 4.2] pour la liste de q pour lesquels on ne peut pas le
trouver). Donc par le Corollaire 3.1 on a que Cλ est une courbe lisse de genre 3 définie
sur F103 avec 3 · 124− 2q − 2 = 164 points rationnels.

Pour q ∈ {49, 121} l’existence de courbes Serre-Weil maximales découle par la pro-
position 3.5 car 7 ≡ 3 mod 4 et 11 ≡ 3 mod 4.
Pour toutes les autres valeurs de q on renvoie à [17, §4].
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31



Bibliographie Bibliographie

[14] J. H. Silverman. The arithmetic of elliptic curves. T. 106. Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1986.

[15] J. H. Silverman et J. Tate. Rational points on elliptic curves. Undergraduate
Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New-York, 1992.

[16] K.-O. Sthr et F. Voloch. “Weiestrass points and curves over finite fields”. In :
Proc. London Math. Soc. (3) 52.1 (1986), p. 1–19.

[17] J. Top. “Curves of genus 3 over small finite fields”. In : Indag. Math. (N.S.) 14.2
(2003), p. 275–283.

[18] J. Top. “Hecke L-series related with algebraic cycles or with Siegel modular form”.
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